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ل الله تّم إعداد هذه صة باللغة العربية. فبفضإنّ هذا العمل يعتبر مساهمة في إثراء المراجع العلمية المتخص  
في هذا  ه تمّ كما أنّ   .الكهرباء الساكنةعلم المندرجِة ضِمن المسائل مع حل ها التفصيلي و التمارين و 

 المسائل في الكهرباء الساكنة. جلعليه  ترتكِز للدروس شامل صملخّ إدراج العمل 
 

 الأولىطلبة السّنة لبدرجة أولى موجّه  وو ه المدرّسة في الجامعاتتوافق مع البرامج ي العمل اهذ محتوىإنّ 
 أيضا فيدكذلك مهو  و  رياضيات و إعلام آلي ،علوم المادة، تكنولوجيا من التعليم الجامعي تخصّص

   .الفرعهذا  فيها سدر  ي  التي  التخصّصاتلطلبة بقية 
 

قية الفصول الفصل الأول مدخل لبيعتبر إلى خمسة فصول أساسية. حيث  ا العملهذمحتوى  تّم تقسيم
سائل المبالثاني فيهتمّ  . أمّا الفصللكهرباء الساكنةحول دروس ا شاململخص التطرق إلى من خلال 

التي محتواها سائل لماالث تّم التطرق إلى . في الفصل الثّ التوزيع النقطي للشحناتحول التي محتواها يدور 
و طريقة  حناتللشّ  المستمرالتوزيع استخدام نظرية غوص في . للشحنات المستمرحول التوزيع يدور 

سائل متّم التطرّق له في الفصل الراّبع. أمّا الفصل الخامس، فيشمل  حساب تدفق الحقل الكهربائي
 حول ثنائيات الأقطاب. 

 

 اللبي عبد القادر
labbiabdelkader@yahoo.fr 

ِ
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ِ
ِباتِوِالتناظر:دراسةِالثِِّ.1

ا في متعمالهو اس امتهو ذلك نظرا لأهميّسنتطرق هنا إلى شرح مختصر حول دراسة الثبّات و التناظر 
ِ.المسائل الخاصة بالكهرباء الساكنةتبسيط و حل 

ِ(:Invarianceالثبّاتِ).1.1ِ

 نقول عن جملة أنّّا ثابتة في تحويل معيّّ إذا كانت نتيجة الانتقال تولّد حالة مماثلة للحالة الابتدائية.
 تي:حيث نقبل بالمبدأ الآ

ِه.بتِفيِوجودباتِللمصادرِالتيِتسبِّالحقلِالكهربائيِيملكِنفسِخصائصِالثِّ

ِ.بانتظام حجميا مشحونةكرة مثال:ِ

,𝑟) الكرويةباستعمال الإحداثيات  𝜃, 𝜑)  ّنقطة في الكهربائي الحقل عبارةفإن 𝑀 كتب  ت من الفضاء
 :تيكالآ

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝜑(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝜑 

من  𝜃يمكن حذف الإحداثية  إذن 𝜃التّوزيع الشّحني هو ثابت من خلال الدوران وفق الزاوية  -
  الكهربائي. مركبات الحقل

إذن يمكن حذف الإحداثية  𝜑الزاوية وفق  الدورانالتّوزيع الشّحني هو ثابت من خلال كذلك  -
𝜑 الكهربائي. من مركبات الحقل  

 :تيكالآ  الكهربائي الحقل عبارةكتب تالي في هذا المثال بالتّ 
�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝜑(𝑟) �⃗� 𝜑 

:الفصلِالأوّل  
اكنةالسِِّدروسِالكهرباءشاملِلمُلخ صِ  
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ِ(:Plan de symétrie.ِمستويِالتناظرِ)2.1

  يمكن تفكيكه إلى  وزيع الشّحنيتّ الإذا كان  للتّوزيع الشّحنينقول عن مستوي أنهّ مستوي تناظر
 .نتيّ متساويتيّان يملكان شحعنصرين متناظرين مثنى مثنى بالنسبة لهذا المستوي بحيث يكون

  ّقطة إذا كانت الن𝑀 إنّ الحقل ف التّوزيع الشّحنيستوي تناظر تنتمي لمحساب الحقل عندها  المراد
 لمستوي.لهذا ينتمي أيضا  𝑀قطة الكهربائي في النّ 

ِ.بانتظامحجميا مشحونة  كرةمثال:ِ

كتب  ت من الفضاء 𝑀 نقطة في الكهربائي الحقل عبارةنأخذ هنا نفس المثال السّابق حيث وجدنا أنّ 
 :تيكالآ

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝜑(𝑟) �⃗� 𝜑 
هو مستوي تناظر للتوزيع تمثل مركز الكرة𝑀 (𝑂  )و  𝑂كل مستوي يحوي النقطتيّ   افي هذه الحالة لدين

أي أنّ الحقل  ه المستوياتينتمي إلى تقاطع هذ 𝑀و منه فإنّ الحقل الكهربائي في النقطة  الشحني
و منه  �⃗� 𝑟 للمتّجهموازيا و بالتالي يكون  𝑂𝑀محمول على المستقيم  ونيك 𝑀في النقطة الكهربائي 

  :تيكالآ  𝑀 نقطةال فيالسابقة  الكهربائي الحقل يمكننا أن نكتب عبارة

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 
 

ِ:مُلخ صِحولِدروسِالكهرباءِالسّاكنة.2ِ
 :(1785)ِقانونكِولوم.1.2ِ

و ينصّ على  طيتيّالمتبادلة بيّ شحنتيّ نق الكهربائية ةعن القوّ اكنة يعبّر قانون كولوم في الكهرباء السّ 
ع جداء الشحنتيّ و عكسا مع مربع متتناسب طردا  𝑞2 و 𝑞1 المتبادلة بيّ شحنتيّ الكهربائية ةالقوّ أنّ 

 ةو اتّّاهها يكون محمول على المستقيم المار بالشحنتيّ. هذه القوّ 𝑟12  حنتيّالمسافة الفاصلة بيّ الشّ 
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حنتيّ لهما الشّ  ة تنافر إذا كانت الشحنتيّ لهما نفس الإشارة و تكون قوة تّاذب إذا كانتتكون قوّ 
 تي:كتب قانون كولوم كالآإشارتيّ مختلفتيّ. ي  

𝐹 12 = 𝐾
𝑞1 𝑞2

𝑟12
2 �⃗� 12 

 
 :حيث

 𝐹 12  تمثل القوة الكهربائية التي تؤثر بها الشحنة𝑞1  على𝑞2 أما القوة الكهربائية التي تؤثر بها الشحنة .
𝑞2  على𝑞1  فهي𝐹 21  حيث𝐹 21 = −𝐹 12. 

𝑞1  و𝑞2.يأخذان كقيمتان جبريتان : 

 𝐾 ≃ 9 ∙ 109
𝑁 𝑚2

𝐶2
𝐾 يمكن أن نكتب أيضا اناسب. كمل ثابت التّ ث  : يم    =

1

4𝜋𝜀0
تمثل  𝜀0 حيث 

𝜀0 لفراغاسماحية  ≃ 8.85 ∙ 10
−12  

𝐶2

𝑁 𝑚2
.  

 

 ة الكهربائية أردنا حساب القوّ إذا 𝐹 𝑇  طية قحنات الن  مجموعة من الش  ر بها التي تؤث
(𝑞2, 𝑞3,∙∙∙∙, 𝑞𝑛( على شحنة نقطية أخرى )𝑞1 يمكننا استعمال مبدأ التراكب أو مبدأ )

 يث نكتب:بحعاعي حصيل الشّ التّ 

𝐹 𝑇 =∑𝐹 𝑖1

𝑛

𝑖=2

= 𝐹 21 + 𝐹 31 +∙∙∙ +𝐹 𝑛1 
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 :الحقلِالكهربائي.2.2ِ

ة خاضعة إلى تأثير القوّ  𝑞حنة ي حقلا كهربائيا المنطقة من الفضاء التي تكون فيها الش  نسم   تعريف:
 . و نكتب:الكهربائية

𝐹 = 𝑞 �⃗�  
  . �⃗� الخارجي الموجودة داخل الحقل الكهربائي 𝑞 حنةرة على الشّ ة الكهربائية المؤث  تمثل القوّ   𝐹حيث 

كما يمكن أن نستنتج من هذه العلاقة أنّ الحقل الكهربائي له نفس اتّّاه القوة الكهربائية إذا كانت 
اه القوة الكهربائية إذا كانت الشحنة  𝑞الشحنة  اه الحقل الكهربائي عكس اتّ   𝑞موجبة، و يكون اتّ 
 سالبة. 

𝑁ائي هي )و كذلك يمكن أن نستنتج من هذه العلاقة أنّ وحدة الحقل الكهرب 𝐶⁄.) 

 

  عبارة الحقل الكهربائي الناتج عن شحنة نقطية  يمكن كتابةإذن𝑞  في نقطة𝑀   تي:كالآمن الفضاء 

�⃗� = 𝐾
𝑞

𝑟2
�⃗� 𝑟 

 

 
(، 𝑞حنة المول دة له ) بإشارة الش  ق إلّا لا يتعل    �⃗� نلاحظ حسب العلاقة الأخيرة أنّ إتّّاه الحقل الكهربائي

موجبة و يكون الحقل الكهربائي  𝑞إذا كانت  𝑞حنة ه نحو خارج الشّ الكهربائي متّجِ حيث يكون الحقل 
  سالبة. 𝑞إذا كانت  𝑞حنة ل الشّ ه نحو داخِ متّجِ 
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ا أردنا حساب الحقل الكهربائي الإجماليإذ  �⃗� 𝑇 مجموعة من الناشئ من طرف
,𝑞1)قطية حنات النّ الشّ  𝑞2,∙∙∙∙, 𝑞𝑛 ) نقطة في𝑀 استعمال مبدأ التراكب  فإنّ  من الفضاء

 حيث نكتب: يبقى صالحا أو مبدأ التحصيل الشعاعي

�⃗� 𝑇 =∑�⃗� 𝑖

𝑛

𝑖=1

= �⃗� 1 + �⃗� 2 +∙∙∙ +�⃗� 𝑛 

 الكمونِالكهربائي:.3.2ِ

و التي لها علاقة بالحقل الكهربائي. 𝑉 نعرٍّف هنا دالة سلّمية جديدة و هي دالة الكمون الكهربائي
 تي:منها كالآ 𝑟على بعد  𝑞تعطى عبارة الكمون الكهربائي الذي تولّده شحنة نقطية 

𝑉 = 𝐾
𝑞

𝑟
+ 𝐶 

(∞)𝑉و باعتبار أن الكمون معدوم عند اللانّاية  = 𝐶مساويا للصفر  𝐶، إذن يأخذ الثابت 0 = 0. 

 

 إذا أردنا حساب الكمون الكهربائي الإجمالي 𝑉𝑇 مجموعة من الناشئ من طرف
,𝑞1) الشحنات النقطية  𝑞2,∙∙∙∙, 𝑞𝑛 في نقطة )𝑀  من الفضاء فإننّا نستعمل المجموع الجبري

 حيث نكتب:

𝑉𝑇 =∑𝑉𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑉1 + 𝑉2 +∙∙∙ +𝑉𝑛 

 الطاقةِالكامنةِالكهربائية:.4.2ِ

  تعطى عبارة الطاقة الكامنة الكهربائية𝐸𝑃 لشحنة نقطية 𝑞    واقعة في منطقة يخيم فيها كمون
 تي:كالآ   𝑉كهربائي

𝐸𝑃 = 𝑞 𝑉 
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 الداخلية تعطى عبارة الطاقة الكامنة الكهربائية 𝐸𝑃   تيّنقطي نة من شحنتيّكو  لجملة م 𝑞1   و
 𝑞2 تفصلهما المسافة𝑟   تي:كالآ 

𝐸𝑃 = 𝐾
𝑞1 𝑞2
𝑟

 

 الداخلية تعطى عبارة الطاقة الكامنة الكهربائية 𝐸𝑃   مجموعة من الشحنات نة من كو  لجملة م
,𝑞1) النقطية  𝑞2,∙∙∙∙, 𝑞𝑛)   تي:كالآ 

𝐸𝑃 = ∑ 𝐾
𝑞𝑖  𝑞𝑗
𝑟𝑖𝑗

كل الأزواج الممكنة

=
1

2
∑𝑞𝑖  𝑉𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 
 :تجوالِالحقلِالكهربائي.5.2ِ

 𝐴النقطتيّ  بيّ  �⃗�. تّوال الحقل الكهربائي 𝐵إلى النقطة   𝐴 ( موجّه من النقطة𝐿ليكن لدينا المسار )
 ( هو:𝐿وفق المسار ) 𝐵و 

∫ �⃗� ∙ 𝑑𝑙 

𝐵

𝐴  (𝐿)

= 𝑉𝐴 − 𝑉𝐵 

 .𝐵 يمثل الكمون الكهربائي في النقطة 𝑉𝐵و ، 𝐴 يمثل الكمون الكهربائي في النقطة 𝑉𝐴حيث 

و منه فإنّ تّوال الحقل الكهربائي لا يعتمد على شكل المسار المتّبع بل فقط على موضعي بدايته و 
 نّايته. 

 كما يمكننا أن نستنتج أيضا أنّ تّوال الحقل الكهربائي وفق مسار مغلق معدوم:

∮�⃗� ∙ 𝑑𝑙 = 0 
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 عملِالقوةِالكهربائية:.6.2ِ

. إنّ عمل القوة الكهربائية لنقل الشحنة 𝐵إلى النقطة   𝐴 ( موجّه من النقطة𝐿ليكن لدينا المسار )
 ( هو:𝐿وفق المسار ) 𝐵إلى النقطة   𝐴من النقطة 𝑞الكهربائية 

𝑊𝐴→𝐵 = ∫ 𝐹 ∙ 𝑑𝑙 

𝐵

𝐴  (𝐿)

= 𝑞 ∫ �⃗� ∙ 𝑑𝑙 

𝐵

𝐴  (𝐿)

= 𝑞(𝑉𝐴 − 𝑉𝐵) 

لا يعتمد على  𝐵إلى النقطة   𝐴من النقطة 𝑞لنقل الشحنة الكهربائية  و منه فإنّ عمل القوة الكهربائية
 شكل المسار المتّبع بل فقط على موضعي بدايته و نّايته.

 كما يمكننا أن نكتب أيضا:
𝑊𝐴→𝐵 = 𝐸𝑃(𝐴) − 𝐸𝑃(𝐵) = −∆𝐸𝑃 

تمثل الطاقة الكامنة  𝐸𝑃(𝐵)، و 𝐴في الموضع  𝑞تمثل الطاقة الكامنة الكهربائية للشحنة  𝐸𝑃(𝐴): حيث
  .𝐵في الموضع  𝑞الكهربائية للشحنة 

 
 ئيين:االعلاقةِبينِالحقلِوِالكمونِالكهرب.7.2ِ

عند كل موضع حيث   �⃗�لها علاقة بالحقل الكهربائي 𝑉 كما قلنا سابقا، فإنّ دالة الكمون الكهربائي
 يمكن أن نكتب:

�⃗� = −𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑉 
 خر:آكما يمكن أن نكتب بشكل 

𝑑𝑉 = −�⃗� ∙ 𝑑𝑙  
,𝑉(𝑥         يعطى مثال: 𝑦, 𝑧) = 5𝑥𝑦 + 3𝑦2 + 2𝑧     (𝑉𝑜𝑙𝑡) 

 .𝑀(0,1,2)  𝑚 :   أحسب قيمة الكمون و الحقل الكهربائييّ عند النقطة

ِالحل:
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𝑉(0,1,2) = 5(0)(1) + 3(1)2 + 2(2) = 7 𝑉𝑜𝑙𝑡 

�⃗� = −𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑉 = −
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑖 −

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑗 −

𝜕𝑉

𝜕𝑧
�⃗� = −5𝑦𝑖 − (5𝑥 + 6𝑦)𝑗 − 2�⃗�  

�⃗� (0,1,2) = −5(1)𝑖 − [5(0) + 6(1)]𝑗 − 2�⃗� == −5𝑖 − 6𝑗 − 2�⃗�       (𝑁/𝐶) 
 

 خطوطِالحقلِوِسطوحِتساويِالكمون:.8.2ِ

إنشاء حقل كهربائي ب إنّ وجود الشحنات الكهربائية في الفضاء يغير في الخصائص الكهربائية له و ذلك
في كل نقطة من نقاط الفضاء، و منه ندخل مفهوم خطوط الحقل الكهربائي و سطوح تساوي الكمون. 

اسي خط موجّه بحيث يكون شعاع الحقل الكهربائي مم على أنهّخط الحقل الكهربائي يمكن أن نعر ف 
مونا الفضاء التي تملك ك له في كل نقطة من نقاطه. أما سطح تساوي الكمون فهو مجموعة مواضع

 واحدا.

:خصائص 

 .خطوط الحقل الكهربائي لا تتقاطع فيما بينها 
 .سطوح تساوي الكمون أيضا لا تتقاطع فيما بينها 
 .خطوط الحقل الكهربائي عمودية على سطوح تساوي الكمون 
 .اه الحقل الكهربائي  الكمون يتناقص في إتّ 
  سطوح تساوي الكمون أقرب إلى بعضها.يكون الحقل الكهربائي أشد كلما كانت 

 
 مختلفتيّ في الإشارة. خطوط الحقل و سطوح تساوي الكمون الناتّيّ عن شحنتيِّمثال:

في هذه الحالة تخرج خطوط الحقل من الشحنة الموجبة متّجهة نحو الشحنة السالبة و تكون سطوح 
 :تيالآ تساوي الكمون عمودية عليها كما هو موضح في الشكل
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ِ
ِ

ِ:التوزيعِالمستمرِللشحنات.9.2ِ

جود عدد كبير من الشحنات بحيث يمكن إدخال مفهوم التوزيع المستمر للشحنات فإنهّ عمليا حالة و في 
 من أجل حساب الحقل و الكمون الكهربائييّ يجب تحويل الجمع إلى تكامل حيث يكون:

�⃗� = ∫𝑑�⃗� = ∫𝐾
𝑑𝑞

𝑟2
�⃗� 𝑟 

𝑉 = ∫𝑑𝑉 = ∫𝐾
𝑑𝑞

𝑟
 

 تي:كالآ  تحسبالشحنة العنصرية و هي  تمثل 𝑑𝑞حيث 

ِيِللشحنات:أ.ِالتوزيعِالخطِّ
 تعطى عبارة الشحنة العنصرية لهذا التوزيع بالعلاقة:

𝑑𝑞 = 𝜆 𝑑𝑙 
 (.𝑚يمثل عنصر الطول ) 𝑑𝑙(،  𝐶/𝑚تمثل الكثافة الخطية للشحنة ) 𝜆  حيث:

ِللشحنات:ِطحيالسِّ.ِالتوزيعِب

 لهذا التوزيع بالعلاقة:تعطى عبارة الشحنة العنصرية 
𝑑𝑞 = 𝜎 𝑑𝑆 
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 (.𝑚2يمثل عنصر المساحة ) 𝑑𝑆(، 𝐶/𝑚2تمثل الكثافة السطحية للشحنة ) 𝜎حيث: 

ِللشحنات:ِالحجمي.ِالتوزيعِج

 تعطى عبارة الشحنة العنصرية لهذا التوزيع بالعلاقة:

𝑑𝑞 = 𝜌 𝑑𝓋 
 (.𝑚3يمثل عنصر الحجم ) 𝑑𝓋(، 𝐶/𝑚3تمثل الكثافة الحجمية للشحنة ) 𝜌حيث: 

 
ِالتدفقِوِنظريةِغوص:.10.2ِ

  حيث: Фالمقدار  𝑆عبر السّطح  نعر ف تدفق الحقل الكهربائي

Ф =∬ �⃗� ∙ 𝑑𝑆 
𝑆

 

ِنظريةِالتدفقِأوِنظريةِغوص: 

تنص نظرية غوص على أنّ تدفق الحقل الكهربائي عبر سطح مغلق يساوي المجموع الجبري للشحنات 
𝜀مقسومة على الثابت ( 𝑞𝑖𝑛𝑡∑)الواقعة داخله 

0
 و نكتب: 

∯ �⃗� ∙ 𝑑𝑆 
𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

𝜀0 لفراغاتمثل سماحية  𝜀0 حيث ≃ 8.85 ∙ 10
−12  

𝐶2

𝑁 𝑚2
. 

 :تيهذا السطح هي كالآ اختيارمغلق و معايير و يمثل سطح غوص و هو سطح وهمي ف 𝑆𝐺أمّا 

 .أن يمر سطح غوص على النقطة المراد حساب الحقل عندها 
  أن يكون�⃗� ⫽ 𝑑𝑆   أو�⃗� ⊥ 𝑑𝑆 . 
 ( أن يكون الحقل الكهربائي ثابت على إمتداد سطح غوص في الحالة�⃗� ⫽ 𝑑𝑆 .) 
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ِثنائيِالقطبِالكهربائي:ِ.11.2ِ

ِ:مقدمةأ.ِ
إنّ العديد من الجزيئات المتعادلة كهربائيا تنشئ حقلا كهربائيا، و يرجع السبب في ذلك إلى أنّ داخل 

يكون مركز ثقل الشحنات الموجبة غير متطابق مع مركز ثقل الشحنات السالبة. هذه الجزيئات  الجزيئ
لها قطب مشحون إيجابا و قطب مشحون سلبا و هي تشكل ثنائي القطب تسمى قطبية أي أنّ 

 الكهربائي. مثل هذا التوزيع للشحنات يمكن أن يمون دائم أو ناجم عن حقل كهربائي خارجي.

ِ:ثنائيِالقطبعزمِ.ِب
( و من شحنات 𝑞+نعتبر أنهّ لدينا توزيع للشحنات يتكون من شحنات موجبة نرمز لمجموعها بـ )

مركز ثقل الشحنات  𝐵مركز ثقل الشحنات السالبة و  𝐴(. و ليكن 𝑞−سالبة نرمز لمجموعها بـ )
 لهذا التوزيع بالعلاقة: �⃗� الموجبة. يعطى عزم ثنائي القطب الكهربائي 

�⃗� = 𝑞 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 غير معدوم فإنّ توزيع الشحنات يكون مستقطب.  �⃗�إذا كان   (.𝐶 𝑚وحدة عزم ثنائي القطب هي )

إنّ النموذج الأكثر بساطة لثنائي القطب هو جملة شحنتيّ متساويتيّ مقدارا و متعاكستيّ في الإشارة 
  تفصلهما مسافة صغيرة.

ِ
ِ

ِِكِهربائياِوِلكنهِمستقطب حقلاِِيولِّدِعلىِمسافةِبعيدةالجسمِالذيِهوِمتعادل
ِشحنتينِ ِعن ِالناشئين ِالكمون ِو ِللحقل ِأوّلي كِتقريب ِمشابهين كِهربائيين كِمونا و

= �⃗⃗�نقطيتينِيشكلانِثنائيِقطبِعزمهِ 𝒒 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .ِ
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ِ:حقلكِهربائيِخارجيِمنتظمِداخلالطاقةِالكامنةِلثنائيِقطبِموضوعِ.ِج
 الطاقة الكامنة فإنّ  ، �⃗� حقل كهربائي خارجي منتظم داخل  �⃗�كهربائي عزمه   قطبثنائي  دو وجفي حالة 

 تي:هي كالآثنائي القطب ل 𝐸𝑃 الكهربائية

𝐸𝑃 = −�⃗� ∙ �⃗�  
 

حيث  التي يخضع لها ثنائي القطب  𝑓لثنائي القطب لها علاقة بالقوّة  𝐸𝑃الطاقة الكامنة  إنّ كذلك 
 :يمكن أن نكتب

𝑓 = −𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝐸𝑃 
 
ِ:حقلكِهربائيِخارجيِمنتظمداخلِعزمِمزدوجةِثنائيِقطبِموضوعِ.ِج

زدوجة المعزم  فإنّ  ، �⃗� حقل كهربائي خارجي منتظم داخل  �⃗�كهربائي عزمه   قطبثنائي في حالة وجود 
𝜏  تي:ثنائي القطب هي كالآل 

𝜏 = �⃗�  ˄ �⃗�  
حقل   اخلدنستنتج أنهّ يوجد وضعيتي توازن لثنائي القطب الموضوع  يمكن أن من خلال العلاقة الأخيرة
= 𝜏يحقّقان:  كهربائي خارجي منتظم 𝑃 𝐸 𝑠𝑖𝑛𝜃 أي أنّ   0⃗ = 𝑠𝑖𝑛𝜃 ومنه يكون 0 =  ، إذن:0

 𝜃 =  تمث ل وضعية توازن مستقر.  0
 𝜃 = 𝜋  .تمث ل وضعية توازن حرج 
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ِالتّمرينِالأوّل: 
 سيّ بسيطيّ طولهمااكريتيّ متماثلتيّ نصفي قطريهما مهمل معلقتيّ بحيث يشكلان نو    أنهّ توجد نعتبر

𝑙 = 80𝑐𝑚    ّكل. نفرض أن الكريتيّ لهما نفس الكتلةح في الشّ كما هو موض 𝑚 و نفس الشحنة 
𝑞 = 2 ∙ 10−8𝐶 ّهو  التوازنعند  البعد بيّ الكريتيّ، و أن𝑥 = 4 𝑐𝑚 .الزاوية  أنّ  نعتبر𝜃   صغيرة

𝑡𝑎𝑛𝜃 كفاية بحيث يمكن أخذ ≈ 𝑠𝑖𝑛𝜃، الكريتيّكتلة حساب   هو المطلوب 𝑚.  نأخذ حقل الجاذبية
𝑔الأرضية  = 10 𝑚/𝑠2. 

 
ِِ:الحل 

عدوم، معند التوازن تكون الكتلتيّ في حالة سكون أي أنّ مجموع القوى المطبقة على كل كتلة يكون 
 يكون لدينا: كما هو موضّح في الشكل  فلو أخذنا مثلا النواس الموجود على اليميّ

 

∑𝐹 = 0⃗  

 أي أنّ:

𝐹𝑒⃗⃗  ⃗ + �⃗� + �⃗� = 0⃗  ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

ِالفصلِالثاّني:  
للشحناتمسائلِحولِالتوزيعِالنقطيِ  



 
-16- 

 

 
 حيث:

�⃗� = 𝑚 𝑔   ثل قوة الثقل.هي تمو 

�⃗�  .تمثل قوة توتر الخيط 

𝐹𝑒⃗⃗  تي:تمثل القوة الكهربائية )قوة تنافر( و هي تعطى حسب قانون كولوم كالآ ⃗ 

𝐹𝑒⃗⃗  ⃗ = 𝐾
𝑞2

𝑥2
 𝑖  

 ( نجد: 𝑂𝑦( و )𝑂𝑥( على المحورين )∗بإسقاط العلاقة )

{
𝐹𝑒 − 𝑇 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0

−𝑚 𝑔 + 𝑇 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0
 

 و منه نجد:

{
𝑇 =

𝐹𝑒
𝑠𝑖𝑛𝜃

 𝑇 =
𝑚 𝑔

𝑐𝑜𝑠𝜃

 

 بالمساواة بيّ المعادلتيّ نجد:
𝐹𝑒
𝑠𝑖𝑛𝜃

=
𝑚 𝑔

𝑐𝑜𝑠𝜃
 

 إذن:
𝐹𝑒 = 𝑚 𝑔 𝑡𝑎𝑛𝜃 

𝑡𝑎𝑛𝜃و حسب معطيات التمرين لدينا  ≈ 𝑠𝑖𝑛𝜃:فنتحصل على ، 
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𝐹𝑒 = 𝑚 𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃 

 و كما هو موضح في الشكل لدينا:

𝑠𝑖𝑛𝜃 =
(
𝑥
2)

𝑙
 

 فيكون:

𝐹𝑒 = 𝑚 𝑔 
𝑥

2 𝑙
 

𝐹𝑒و من جهة أخرى لدينا  = 𝐾
𝑞2

𝑥2
 ، إذن:

𝐾
𝑞2

𝑥2
= 𝑚 𝑔 

𝑥

2 𝑙
 

 تي:كالآ 𝑚 و أخيرا نتحصل على عبارة الكتلة

𝑚 =
2 𝐾 𝑙 𝑞2

 𝑔 𝑥3
 

 تطبيق عددي:

𝑚 =
2(9∙109)(0.8) (2∙10−8)2

10∙(0.04)3
= 9 ∙ 10−3𝑘𝑔 = 9 𝑔  
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ِِّالثاّنيمرينِالت: 
 موضوعة كما في الشكل حيث:  𝑞𝑂و  𝑞𝐴  ،𝑞𝐵 ،𝑞𝐶  نقطية اتشحنأربع نفرض أنه لدينا 

  𝑞𝐴 = 1 𝜇𝐶  ،𝑞𝐵 = −3 𝜇𝐶  ،𝑞𝐶 = 2 𝜇𝐶  و𝑞𝑂 = 2 𝜇𝐶. 

على   𝑞𝐶و  𝑞𝐴  ،𝑞𝐵ات الشحن كل شحنة من  مثل ثم أحسب القوة الكهربائية التي تؤثر بها.  1    
 .𝑞𝑂الشحنة 

 .𝑞𝑂على الشحنة الإجمالية المطبقة القوة الكهربائية أحسب . 2    
 .𝑞𝑂استنتج شدّة الحقل الكهربائي في موضع الشحنة . 3    

 
ِِ:الحل 

على   𝑞𝐶و  𝑞𝐴  ،𝑞𝐵ات الشحن كل شحنة منب القوة الكهربائية التي تؤثر بها  احس.  تمثيل و 1
 :𝑞𝑂الشحنة 

 تمثيل القوى موضّح في الشكل. -
 حسب قانون كولوم لدينا: -

𝐹 𝐴𝑂 = 𝐾
𝑞𝐴 𝑞𝑂

𝑑𝐴𝑂
2 �⃗� 𝐴𝑂 = 9 ∙ 10

9 (10
−6)∙(2∙10−6)

(0.03)2
(−𝑗 ) = −20 𝑗    (𝑁)  

𝐹 𝐵𝑂 = 𝐾
𝑞𝐵 𝑞𝑂

𝑑𝐵𝑂
2 �⃗� 𝐵𝑂 = 9 ∙ 10

9 (−3∙10
−6)∙(2∙10−6)

(0.04)2
(−𝑖 ) = 33.75 𝑖    (𝑁)  
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𝐹 𝐶𝑂 = 𝐾
𝑞𝐶 𝑞𝑂

𝑑𝐶𝑂
2 �⃗� 𝐶𝑂  

 بالإسقاط نجد:
𝐹 𝐶𝑂 = 𝐾

𝑞𝐶 𝑞𝑂

𝑑𝐶𝑂
2 (−𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑖 − 𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑗 )  

 كما هو موضح في الشكل لدينا:   حيث
𝑑𝐶𝑂 = √𝑑𝐴𝑂

2 + 𝑑𝐵𝑂
2 = √(0.03)2 + (0.04)2 = 0.05 𝑚 = 5𝑐𝑚  

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑑𝐵𝑂

𝑑𝐶𝑂
=

4

5
  

𝑠𝑖𝑛𝛼 =
𝑑𝐴𝑂

𝑑𝐶𝑂
=

3

5
  

 و منه يكون:
𝐹 𝐶𝑂 = 9 ∙ 10

9 (2∙10
−6)∙(2∙10−6)

(0.05)2
(−

4

5
 𝑖 −

3

5
 𝑗 )  

 إذن:
𝐹 𝐶𝑂 = (−11.52 𝑖 − 8.64 𝑗  )  (𝑁)  

 :𝑞𝑂على الشحنة الإجمالية المطبقة القوة الكهربائية  . حساب2
 حسب مبدأ التحصيل الشعاعي لدينا:

𝐹 𝑇 = 𝐹 𝐴𝑂 + 𝐹 𝐵𝑂 + 𝐹 𝐶𝑂  
 بالتعويض نجد:

𝐹 𝑇 = (−20 𝑗 ) + (33.75 𝑖  ) + (−11.52 𝑖 − 8.64 𝑗  )  



 
-20- 

 

 أي أنّ:
𝐹 𝑇 = (22.23 𝑖 − 28.64 𝑗  )    (𝑁)  

 تي:كالآ  𝑞𝑂على الشحنة الإجمالية المطبقة الكهربائية ة القوة تكون شدّ منه و 
𝐹𝑇 = √𝐹𝑥

2 + 𝐹𝑦
2 = √(22.23)2 + (−28.64)2 ≈ 36.25 𝑁  

 :𝑞𝑂. استنتاج شدّة الحقل الكهربائي في موضع الشحنة 3
𝐹𝑇   لدينا حسب العلاقة التي تربط بيّ الحقل و القوة : = 𝑞𝑂 𝐸𝑇 

 و منه نستنتج أنّ:

𝐸𝑇 =
𝐹𝑇

𝑞𝑂
=

36.25 

2∙10−6
= 18.125 ∙ 106  𝑁/𝐶  

ِِّالث:مرينِالثِّالت 
 :موضوعة كما في الشكل حيث  𝑞2و  𝑞1  ،𝑞2  نقطية اتنفرض أنه لدينا ثلاث شحن

𝑞1 = 2.5 𝑛𝐶،      𝑞2 = −21.97 𝑛𝐶     و     𝑞3 = −7.2 𝑛𝐶 

 

 .𝐴 في النقطةأحسب الحقل الكهربائي الإجمالي  . 1    
 .𝐴 في النقطةأحسب الكمون الكهربائي الإجمالي . 2    
 . 𝐴النقطة من اللّانّاية إلى بروتون  أحسب العمل اللازم بذله من أجل جلب. 3    
 . 𝐴النقطة في وتون القوة الكهربائية المؤثرة على البر استنتج . 4    
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ِِ:الحل 

 :�⃗� 𝑇و ليكن  𝐴 في النقطةب الحقل الكهربائي الإجمالي احس.  1
 نعلم أن الحقل الكهربائي يخضع أيضا لمبدأ التحصيل الشعاعي و منه يكون:
�⃗� 𝑇 = �⃗� 1𝐴 + �⃗� 2𝐴 + �⃗� 3𝐴  ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗)  

 

 
 :حيث
�⃗� 1𝐴  ّل الحقل الكهربائي الذي ولّدته الشحنةيمث 𝑞1 في النقطة 𝐴،  تي:و يعطى كالآ  

�⃗� 1𝐴 = 𝐾
𝑞1

𝑑1𝐴
2 �⃗� 1𝐴 = 9 ∙ 109

2.5 ∙10−9

(5∙10−2)2
(𝑖 ) = 9000 𝑖     (

𝑁

𝐶
)     

�⃗� 3𝐴  ّل الحقل الكهربائي الذي ولّدته الشحنةيمث 𝑞3 في النقطة 𝐴، تي:و يعطى كالآ 
�⃗� 3𝐴 = 𝐾

𝑞3

𝑑3𝐴
2 �⃗� 3𝐴 = 9 ∙ 10

9 −7.2 ∙10
−9

(12∙10−2)2
(−𝑗 ) = 4500 𝑗     (

𝑁

𝐶
)    

�⃗� 2𝐴  ّل الحقل الكهربائي الذي ولّدته الشحنةيمث 𝑞2 في النقطة 𝐴تي:، و يعطى كالآ 
�⃗� 2𝐴 = 𝐾

𝑞2

𝑑2𝐴
2 �⃗� 2𝐴  

 مع العلم أنّ:
𝑑2𝐴 = √𝑑1𝐴

2 + 𝑑3𝐴
2 = √(5)2 + (12)2 = 13𝑐𝑚  

 لدينا: يكون و بالإسقاط
�⃗� 2𝐴 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑖 − 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗 =

5

13
 𝑖 −

12

13
 𝑗   
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 و منه ينتج:
�⃗� 2𝐴 = 9 ∙ 10

9 −21.97  ∙10
−9

(13∙10−2)2
(
5

13
 𝑖 −

12

13
 𝑗 ) = (−4500 𝑖 + 10800 𝑗 )   (

𝑁

𝐶
)      

 ( نجد:∗بالتعويض في العلاقة )
�⃗� 𝑇 = (9000 𝑖 ) + (−4500 𝑖 + 10800 𝑗 ) + (4500 𝑗 )   

 إذن:
�⃗� 𝑇 = (4500 𝑖 + 15300 𝑗 )  (

𝑁

𝐶
)  

 تي:كالآ  𝐴 في النقطةالإجمالي الكهربائي و تكون شدة الحقل 
𝐸𝑇 = √𝐸𝑥

2 + 𝐸𝑦
2 = √(4500)2 + (15300)2 ≈ 15.95 ∙ 103  

𝑁

𝐶
  

 

 :𝑉𝑇و ليكن  𝐴 في النقطةالكهربائي الإجمالي  الكمونب احس.  2
 لدينا:

𝑉𝑇 = 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉2   ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗∗) 
 حيث:

𝑉1 = 𝐾
𝑞1

𝑑1𝐴
 .𝐴 في النقطة 𝑞1 حنةيمثّل الكمون الكهربائي الذي ولّدته الشّ  

𝑉2 = 𝐾
𝑞2

𝑑2𝐴
 .𝐴 في النقطة 𝑞2 حنةيمثّل الكمون الكهربائي الذي ولّدته الشّ  

𝑉3 = 𝐾
𝑞3

𝑑3𝐴
 .𝐴 النقطة في 𝑞3 حنةيمثّل الكمون الكهربائي الذي ولّدته الشّ  

 ( نجد:∗∗بالتعويض في العلاقة )

𝑉𝑇 = 𝐾
𝑞1
𝑑1𝐴

+ 𝐾
𝑞2
𝑑2𝐴

+ 𝐾
𝑞3
𝑑3𝐴

 

 تطبيق عددي:

𝑉𝑇 = 9 ∙ 10
9
2.5 ∙ 10−9

5 ∙ 10−2
+ 9 ∙ 109

−21.97 ∙ 10−9

13 ∙ 10−2
+ 9 ∙ 109

−7.2 ∙ 10−9

12 ∙ 10−2
 

 و منه:
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𝑉𝑇 = 450 − 1521 − 540 = −1611 𝑉𝑜𝑙𝑡 
 :𝐴النقطة من اللّانّاية إلى بروتون  العمل اللازم بذله من أجل جلبب احس. 3

 لدينا:
𝑊∞→𝐴 = 𝐸𝑝(∞) − 𝐸𝑝(𝐴) 

 حيث:

𝐸𝑝(∞) = 𝑞𝑝 𝑉∞   الكمون عند اللّانّاية  لأنّ  لبروتون عند اللانّاية و هي معدومةل نةماكالطاقة التمثل
 .معدوم

𝐸𝑝(𝐴) = 𝑞𝑝 𝑉𝑇  عند النقطة الطاقة الكامنة للبروتون تمثل𝐴. 

 و منه نجد:
𝑊∞→𝐴 = 𝑞𝑝 𝑉∞ − 𝑞𝑝 𝑉𝑇 = 𝑞𝑝(𝑉∞ − 𝑉𝑇) = 𝑞𝑝(0 − 𝑉𝑇) = −𝑞𝑝 𝑉𝑇 

 تطبيق عددي:
𝑊∞→𝐴 = −(1.6 ∙ 10−19) ∙ (−1611) ≈ 25.8 ∙ 10−17𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

 :𝐴النقطة في وتون القوة الكهربائية المؤثرة على البر  استنتاج. 4
 لدينا:

𝐹 𝑇 = 𝑞𝑝 ∙ �⃗� 𝑇 
 و منه يكون:

𝐹 𝑇 = 1.6 ∙ 10
−19  ∙ (4500 𝑖 + 15300 𝑗 ) 

𝐹 𝑇 = (7.2 ∙ 10
−16 𝑖 + 24.48 ∙ 10−16 𝑗 )  (𝑁) 

 
 تي:كالآ  𝐴 في النقطةوتون المؤثرة على البر  ةالإجمالي ةالكهربائيالقوة و تكون شدة 

𝐹𝑇 = √𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 = √(7.2 ∙ 10−16)2 + (24.48 ∙ 10−16)2 ≈ 25.5 ∙ 10−16 𝑁  
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ِِّابعمرينِالرِّالت: 
الأضلاع طول على رؤوس مثلث متساوي موضوعة  𝑞𝐶 و 𝑞𝐴 ،𝑞𝐵نعتبر ثلاث شحنات نقطية 

𝑎ضلعه = 2√3𝑐𝑚    الشكل حيث كما هو موضح في𝑞𝐴 = 𝑞𝐵 = 𝑞𝐶 = −6𝜇𝐶 ليكن  و𝑂 
 .مركز ثقل المثلث

 .𝑂 مركز ثقل المثلثفي أحسب الكمون الكهربائي الذي تول ده كل شحنة . 1

 .𝑂 مركز ثقل المثلثفي  جماليالإ الكمون الكهربائي . استنتج2

 .𝑂 مركز ثقل المثلثفي الإجمالي الحقل الكهربائي قيمة بدون استنتاج أوجد حسابيا . 3

𝑄وضعت الشحنة إذا . 4 = 3 𝜇𝐶  مركز ثقل المثلثفي 𝑂 ،عليها رةة المؤث  القوّ أحسب ف. 

 .𝑄حنة لشّ أحسب الطاقة الكامنة ل. 5

 
ِِ:الحل 

 :𝑂المثلثمركز ثقل في . حساب الكمون الكهربائي الذي تول ده كل شحنة 1

 :حسب خصائص المثلث المتساوي الأضلاع لدينا إذن 𝑂 مركز ثقل المثلثفي بما أنّ النقطة تقع 

𝑑𝐴𝑂 = 𝑑𝐵𝑂 = 𝑑𝐶𝑂 =
𝑎

√3
=
2√3

√3
= 2 𝑐𝑚 



 
-25- 

 

هذا ، متساوي  𝑂مركز ثقل المثلثفي الكمون الكهربائي الذي تول ده كل شحنة  ،كذلك بسبب التناظر
 أنّ: يعني 

𝑉𝐴 = 𝑉𝐵 = 𝑉𝐶 = 𝐾
𝑞𝐴
𝑑𝐴𝑂

= 9 ∙ 109
−6 ∙ 10−6

2 ∙ 10−2
= −27 ∙ 105 𝑉𝑜𝑙𝑡 

 :𝑂مركز ثقل المثلثفي  𝑉𝑇 . استنتاج الكمون الكهربائي الإجمالي2

 لدينا:

{
𝑉𝑇 = 𝑉

𝐴
+ 𝑉𝐵 + 𝑉𝐶

𝑉𝐴 = 𝑉𝐵 = 𝑉𝐶         
 

 و منه نستنتج أنّ:
𝑉𝑇 = 3𝑉𝐴 = 3𝑉𝐵 = 3𝑉𝐶  

 تطبيق عددي:
𝑉𝑇 = 3 ∙ (−27 ∙ 10

5) = −81 ∙ 105 𝑉𝑜𝑙𝑡 
 :𝑂 مركز ثقل المثلثفي  �⃗� 𝑇 الإجمالي لحقل الكهربائيالمباشر لساب الح. 3

 حسب مبدأ التراكب لدينا:

�⃗� 𝑇 = �⃗� 𝐴𝑂 + �⃗� 𝐵𝑂 + �⃗� 𝐶𝑂 

 و منه:

�⃗� 𝑇 = 𝐾
𝑞𝐴

𝑑𝐴𝑂
2 �⃗� 𝐴𝑂 + 𝐾

𝑞𝐵

𝑑𝐵𝑂
2 �⃗� 𝐵𝑂 + 𝐾

𝑞𝐶

𝑑𝐶𝑂
2 �⃗� 𝐶𝑂 

𝑑𝐴𝑂حيث  = 𝑑𝐵𝑂 = 𝑑𝐶𝑂  و  𝑞𝐴 = 𝑞𝐵 = 𝑞𝐶:إذن ، 

�⃗� 𝑇 = 𝐾
𝑞𝐴

𝑑𝐴𝑂
2
(�⃗� 𝐴𝑂 + �⃗� 𝐵𝑂 + �⃗� 𝐶𝑂) 
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، 𝐴𝑂بما أنّ المستقيمات  و 60°نعلم أنّ المثلث المتساوي الأضلاع جميع زواياه متقايسة و تساوي 
𝐵𝑂  و𝐶𝑂  أشعة الوحدة المتحصل عليها في العبارة الأخيرة بإسقاطهي منصفات لهذه الزوايا إذن  

 لدينا:كما هو موضح في الشكل يكون   𝑂𝑦و  𝑂𝑥على المحورين 
�⃗� 𝐴𝑂 = 𝑐𝑜𝑠30 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛30 𝑗  
�⃗� 𝐵𝑂 = −𝑐𝑜𝑠30 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛30 𝑗  

�⃗� 𝐶𝑂 = − 𝑗  

 

 

 نجد: �⃗� 𝑇بالتعويض في عبارة 

�⃗� 𝑇 = 𝐾
𝑞𝐴

𝑑𝐴𝑂
2
{(𝑐𝑜𝑠30 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛30 𝑗 ) + (−𝑐𝑜𝑠30 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛30 𝑗 ) + (− 𝑗 )} 

 و منه يكون:

�⃗� 𝑇 = 𝐾
𝑞𝐴

𝑑𝐴𝑂
2
(2 𝑠𝑖𝑛30 − 1) 𝑗 = 𝐾

𝑞𝐴

𝑑𝐴𝑂
2 [2 (

1

2
) − 1] 𝑗  

 أنّ: أي

�⃗� 𝑇 = 𝐾
𝑞𝐴

𝑑𝐴𝑂
2
[1 − 1] 𝑗 = 0⃗  

 معدوم: 𝑂مركز ثقل المثلث في  �⃗� 𝑇الحقل الكهربائي الإجمالي و بالتالي فإنّ 
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�⃗� 𝑇 = 0⃗  

ِ:الإجماليالكهربائي  الحقلاستنتاج أنّ قا سب  م  كان بالإمكان ِملاحظة �⃗� 𝑇  مركز ثقل المثلث في
 .معدوم و ذلك بسبب التناظر

 
 مركز ثقل المثلث:في الموضوعة  𝑄على الشحنة  رةالمؤث   𝐹 𝑇 ةالقوّ . حساب 4

 معدوم إذن: 𝑂مركز ثقل المثلث في  �⃗� 𝑇 بما أنّ الحقل الكهربائي الإجمالي

𝐹 𝑇 = 𝑄 ∙ �⃗� 𝑇 = 0⃗  
 موجودة في وضع توازن. 𝑄الشحنة أي أنّ 

 
 مركز ثقل المثلث:في الموضوعة  𝑄الطاقة الكامنة للشّحنة  حساب. 5

 لدينا:

𝐸𝑝 = 𝑄 ∙ 𝑉𝑇 
 تطبيق عددي:

𝐸𝑝 = (3 ∙ 10
−6) ∙ (−81 ∙ 105) = −24.3 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 
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ِِّمرينِالخامسالت: 
𝑞ة شحنات نقطية متماثلة شحنة كل منها هي ت  نعتبر سِ  = 5𝜇𝐶  موزعة في المستوي(𝑂𝑥𝑦)  على

𝑅و نصف قطره  𝑂قمم مضلع سداسي منتظم مركزه  = 3 𝑐𝑚  و لتكن  .كما هو موضح في الشكل
𝑀  تقع في المحور نقطة𝑂𝑧  عند ارتفاع𝑧 = 4 𝑐𝑚. 

 
 .𝑞 الناتج عن شحنة نقطية واحدة 𝑀في النقطة  أحسب الكمون الكهربائي .1
  الناتج عن الشحنات السِت ة. 𝑀الكمون الكهربائي الإجمالي في النقطة  استنتج .2
 أحسبه. ثمّ  ،𝑀استنتج عبارة الحقل الكهربائي في النقطة . 3
𝑄إذا وضعت الشحنة . 4 = 9 𝜇𝐶  في النقطة𝑂 .فأحسب عندئذ القوة المؤثرة عليها، ماذا تستنتج 
 .𝑀الى النقطة  𝑂من النقطة  𝑄أحسب العمل اللازم بذله من أجل نقل الشحنة . 5
ِِ:الحل 

 :𝑞 الناتج عن شحنة نقطية واحدة 𝑀في النقطة  الكمون الكهربائي حساب .1

 لدينا:

𝑉1 = 𝐾
𝑞

𝑟
= 𝐾

𝑞

√𝑅2 + 𝑧2
 

 تطبيق عددي:

𝑉1 = 9 ∙ 10
9

5 ∙ 10−6

√(3 ∙ 10−2)2 + (4 ∙ 10−2)2
= 9 ∙ 105 𝑣𝑜𝑙𝑡 
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  الناتج عن الشحنات السِت ة: 𝑀الكمون الكهربائي الإجمالي في النقطة  . استنتاج2

 بسبب التناظر يكون لدينا:

𝑉𝑇 = 6 𝑉1 =  6 𝐾
𝑞

√𝑅2 + 𝑧2
 

 تطبيق عددي:
𝑉𝑇 = 6 (9 ∙ 10

5) = 54 ∙ 105 𝑣𝑜𝑙𝑡 

 :𝑀استنتج عبارة الحقل الكهربائي في النقطة . 3

 و منه: 𝑂𝑧 يكون محمول على المحور 𝑀في النقطة بسبب التناظر، الحقل الإجمالي 

�⃗� 𝑇 = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉𝑇 = −
𝜕𝑉𝑇
𝜕𝑧

�⃗�  

 أي أنّ:

�⃗� 𝑇 = −
𝜕

𝜕𝑧
(6 𝐾

𝑞

√𝑅2 + 𝑧2
) �⃗� =

6 𝐾 𝑞 𝑧

(𝑅2 + 𝑧2)
3
2

�⃗�  

 تطبيق عددي:

�⃗� 𝑇 =
6 (9 ∙ 109) (5 ∙ 10−6) (4 ∙ 10−2)

[(3 ∙ 10−2)2 + (4 ∙ 10−2)2]
3
2

�⃗� = 86.4 ∙ 106 �⃗�    (
𝑁

𝐶
) 

 

 :𝑂في النقطة الموضوعة  𝑄الشحنة  ىالقوة المؤثرة عل. حساب 4

𝑧 لدينا 𝑂في النقطة  = �⃗� 𝑇 السابقة نجد أنّ  �⃗� 𝑇 ، إذن بالتعويض في عبارة0 = و بالتالي تكون القوة   0⃗
 :معدومة 𝑄 المؤثرة على الشحنة

𝐹 𝑇 = 𝑄 ∙ �⃗� 𝑇 = 0⃗  

 .𝑄 تمثل وضعية توازن للشحنة 𝑂و منه نستنتج أنّ النقطة 
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 :𝑀الى النقطة  𝑂من النقطة  𝑄العمل اللازم بذله من أجل نقل الشحنة  . حساب5

𝑊𝑂→𝑀 = 𝐸𝑝(𝑂) − 𝐸𝑝(𝑀) = 𝑄[𝑉𝑇(𝑂) − 𝑉𝑇(𝑀)] 

 حيث:

𝑉𝑇(𝑂) = 6𝐾
𝑞

𝑅
= 6(9 ∙ 109)

5 ∙ 10−6

3 ∙ 10−2
= 90 ∙ 105 𝑣𝑜𝑙𝑡 

 و منه يكون:
𝑊𝑂→𝑀 = 9 ∙ 10−6 ∙ [(90 ∙ 105) − (54 ∙ 105)] = 32.4 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 

 

ِِّادسمرينِالسِّالت:ِ 

، الفرق في 𝑐𝑚 1.5 صفيحتيّ معدنيتيّ أفقيتيّ تفصلهما مسافة قدرهاوجود نعتبر في تّربة ميليكان 
قطرات  ناكهفي الفضاء المحصور بيّ الصفيحتيّ  كما نعتبر أنهّ  .𝑘𝑉 3الكمون بيّ الصفيحتيّ يساوي 

 زيت صغيرة مشحونة سلبا في حالة توازن.
 و المشحونة سلبا.  إيجاباحدد أي الصفيحتيّ المشحونة . 1
 ، قارنّا مع شحنة الالكترون.التي نعتبرها كروية الشكل أحسب شحنة قطرة الزيت. 2

𝜌 عطى: الكتلة الحجمية للزيتي = 900 𝑘𝑔/𝑚3 ، قطر قطرة الزيت نصف𝑅 = 2.05 𝜇𝑚 شدة ،
𝑔الأرضية   حقل الجاذبية = 9.8 𝑚/𝑠2. 

 
ِِ:الحل 

 :سلبا المشحونة و إيجابا المشحونة الصفيحتيّ أي دديتح .1

نعلم أنهّ حتى تكون قطرة الزيت في حالة توازن بيّ الصفيحتيّ يجب أن يكون مجموع القوى المطبّقة 
قوّة الثقل التي  القوّة الكهربائية وو هما باعتبارهما الوحيدتان وجد إلا قوّتان ت، و بما أنهّ لا معدوم هاعلي
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فحتما إذن سيكون اتّّاه القوّة الكهربائية نحو الأعلى. لدينا كذلك من متّجهة نحو الأسفل  اطبعهي 
𝑞) مشحونة سلبامعطيات التمرين أن  قطرة الزيت  < = 𝐹( و حسب العلاقة 0 𝑞 �⃗�   ّه يمكننا أن فإن

يكون  الحقل الكهربائي اتّّاه، أي أن  الكهربائيةة اتّّاه الحقل الكهربائي هو عكس اتّّاه القوّ  نستنتج أن  
 و يجاباإمتجها شاقوليا من الأعلى نحو الأسفل و من هنا نستنتج أن  الصفيحة العلوية مشحونة 

 كما هو موضّح في الشكل.  سلبا مشحونةالصفيحة السفلية 

 
 :الزيت قطرة شحنة . حساب2

 ي أنّ:، أمعدوم هاالمطبّقة عليمجموع القوى  باعتبار أنّ قطرة الزيت في حالة سكون إذن يكون

∑𝐹 = 0⃗  

 :و باعتبار أنّ القوّة الكهربائية و قوّة الثقل هما الوحيدتان المطبّقتيّ على قطرة الزيت، يكون

�⃗� + 𝐹 𝑒 = 0⃗  

 :نجد و منه

𝑚 𝑔 + 𝑞 �⃗� = 0⃗  

 𝑂𝑧بإسقاط العلاقة الأخيرة على المحور ، إذن متّجهيّ نحو الأسفل  �⃗� و  𝑔مع العلم أنّ كلا الحقليّ 

 :يكون اقولي و المتّجه نحو الأعلىالشّ 
−𝑚 𝑔 − 𝑞 𝐸 = 0 

 أي أنّ:

𝑞 = −
𝑚 𝑔

𝐸
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𝐸إذن يكون منتظم بيّ الصفيحتيّ الكهربائي أنّ الحقل  بماو  =
∆𝑉

𝑑
يمثل فرق الكمون بيّ  𝑉∆حيث  

 نجد: 𝐸بتعويض عبارة  تمثل المسافة بينهما. 𝑑و الصفيحتيّ 

𝑞 = −
𝑚 𝑔 𝑑

∆𝑉
 

𝑚كذلك لدينا كتلة قطرة الزيت  = 𝜌 𝓋  حيث𝓋 =
4

3
𝜋𝑅3  يمثل حجم القطرة، إذن بتعويض عبارة

𝑚 :نجد 

𝑞 = −
4𝜋𝜌 𝑔 𝑑 𝑅3

3 ∆𝑉
 

 تطبيق عددي:

𝑞 = −
4𝜋(900) (9.8) (0.015) (2.05 ∙ 10−6)3

3 (3000)
= −1.6 ∙ 10−18𝐶 

𝑒لكترون و بمقارنتها بشحنة الإ = −1.6 ∙ 10−19𝐶 :ّنجد أن 
𝑞 = 10 ∙ (−1.6 ∙ 10−19) 

 أنّ:أي 
𝑞 = 10 𝑒 

 و منه فإنّ شحنة قطرة الزيت أكبر عشر مراّت من شحنة الإلكترون.

 

ِالتّمرينِالسابع:ِ 

أحسب الطاقة الكامنة الداخلية لجملة تتكون من أربعة شحنات نقطية متماثلة شحنة كل منها هي 
𝑞 = 3 𝜇𝐶 موضوعة على رؤوس مربع طول ضلعه 𝑎 = 1 𝑐𝑚. 

ِِ:الحل 



 
-33- 

 

 
 حيث: 𝐸𝑃الطاقة الكامنة الداخلية لهذه الجملة هي 

𝐸𝑃 =
1

2
∑𝑞𝑖  𝑉𝑖

4

𝑖=1

=
1

2
(𝑞1 𝑉1 + 𝑞2 𝑉2 + 𝑞3 𝑉3 + 𝑞4 𝑉4) 

 مع العلم أنّ:
𝑞1 = 𝑞2 = 𝑞3 = 𝑞4 = 𝑞 
 𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉3 = 𝑉4 = 𝑉 

 و منه يكون:

𝐸𝑃 =
1

2
(4 𝑞 𝑉) = 2 𝑞 𝑉 

 حيث:

𝑉 = 𝐾
𝑞

𝑎
+ 𝐾

𝑞

√2 𝑎
+ 𝐾

𝑞

𝑎
= 𝐾𝑞 (

1

𝑎
+

1

√2 𝑎
+
1

𝑎
) = 𝐾 𝑞 (

1 + 2√2

√2 𝑎
) 

 نجد: 𝐸𝑃بالتعويض في عبارة 

𝐸𝑃 = 2 𝐾 𝑞
2 (
1 + 2√2

√2 𝑎
) = 𝐾

𝑞2

𝑎
(√2 + 4) 

 تطبيق عددي:

𝐸𝑃 = 9 ∙ 109
(3 ∙ 10−6)2

0.01
(√2 + 4) ≈ 43.85 𝐽𝑜𝑢𝑙𝑒 
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ِالتّمرينِالأوّل: 
 للكرة الكلية الشحنة عبارةوجد أ حجميا، مشحونة 𝑅 قطرها نصف و 𝑂 مركزها كرة  لدينا نعتبر أنهّ

  : كانت  إذا

 . 𝜌0و تساوي ثابتة  للشحنة الحجمية كثافةال .1
𝜌(𝑟) ة:تيالآللشحنة تتغير حسب العلاقة  الحجمية كثافةال .2 =

4

3
𝜌
0
(
 𝑅

 𝑟
) . 

 .ثابت 𝜌0 حيث

ِِ:الحل 

 : 𝜌0ثابتة و تساوي  للشحنة الحجمية كثافةال كانت  إذا 𝑞 للكرة الكلية الشحنة. إيجاد عبارة 1
𝑑𝑞                                         لدينا: = 𝜌 𝑑𝓋 

 و منه:

𝑞 =∭ 𝜌 𝑑𝓋
𝓋

 

 ، إذن: 𝜌0ثابتة و تساوي  للشحنة الحجمية كثافةالبما أنّ 

𝑞 =∭ 𝜌0 𝑑𝓋
𝓋

= 𝜌0∭  𝑑𝓋
𝓋

= 𝜌0 ∙ 𝓋 

𝓋من المعلوم أنّ حجم الكرة هو  =
4

3
𝜋𝑅3 تي:منه تكون عبارة الشحنة الكلية للكرة كالآ و 

𝑞 =
4

3
𝜋𝜌0𝑅

3 

 الفصلِالثاّلث:
 مسائلِحولِالتّوزيعِالمستمرِللشّحنات
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 للشحنة تتغير حسب العلاقة الحجمية كثافةال كانت  إذا 𝑞 للكرة الكلية الشحنة. إيجاد عبارة 2
𝜌(𝑟) =

4

3
𝜌
0
(
 𝑅

 𝑟
) : 

 لدينا:

𝑞 =∭ 𝜌 𝑑𝓋
𝓋

 

 نجد: 𝜌بتعويض عبارة 

𝑞 =∭
4

3
𝜌0 (

 𝑅

 𝑟
) 𝑑𝓋

𝓋

 

 تي:بدلالة الإحداثيات الكروية كالآجم الحلدينا كذلك عبارة عنصر 

𝑑𝓋 = 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝜑 
 نجد:𝑑𝓋 بتعويض عبارة 

𝑞 =∭
4

3
𝜌0 (

 𝑅

 𝑟
) 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝜑

𝓋

 

 بما أنّ جميع المتغيرات مستقلة عن بعضها البعض فيكون:

𝑞 =
4𝜌0 𝑅

3
∫ 𝑟 𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃  
𝜋

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 بحساب هذه التكاملات نجد:

𝑞 =
4𝜌0 𝑅

3
(
1

2
𝑅2) (2)(2𝜋) 

 :تيمنه تكون عبارة الشحنة الكلية للكرة كالآو 

𝑞 =
8𝜋𝜌0 𝑅

3

3
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ِالتّمرينِالثاّني: 
 𝜆و لتكن  𝑂𝑧و محمول على المحور  بانتظام مشحون لانّائي الطول مستقيم شكل على سلك نعتبر

 . للشحنة موجبة الكثافة الخطيّة

 .𝜆للشحنة  الكثافة الخطيّة. أعط وحدة 1
 لهذا التوزيع الشحني.. أعط عبارة الشحنة العنصرية 2
 .انتظامب اللانّائي الطول و المشحون ستقيمالناتج عن الم الكهربائي الحقل عبارة أوجد. 3
محمولة على  بانتظام مشحونة 𝐿 طولها 𝐴𝐵 مستقيمة قطعة شكل على سلكن أنّ الالآ نعتبر. 4

  :𝑂𝑧المحور 
 المستقيمة القطعة محور على واقعة 𝑀 نقطة في الكهربائي الحقل عبارة في هذه الحالة أوجدأ. 

 .𝐴𝐵 منتصف 𝑂 النقطة عن 𝑟 مسافة تبعد التي و
𝑟: الحالتيّ ناقشبالنسبة للحقل الكهربائي ب.  ≪ 𝐿 و  𝑟 ≫ 𝐿. 

 
ِِ:الحل 

𝐶)هي:  𝜆للشحنة  الكثافة الخطيّة. وحدة 1 𝑚⁄ ). 
 لهذا التوزيع الشحني هي:𝑑𝑞 العنصريةعبارة الشحنة . 2

𝑑𝑞 = 𝜆 ∙ 𝑑𝑙 = 𝜆 ∙ 𝑑𝑧 

 :تظامبان اللانّائي الطول و المشحون ستقيمالناتج عن الم الكهربائي الحقل عبارة . إيجاد3
,𝑟)باستعمال الإحداثيات الأسطوانية  𝜃, 𝑧)  ّنقطة في الكهربائي الحقل عبارةفإن 𝑀  معطاة من الفضاء

 :تيتكتب كالآ

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜃, 𝑧) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟, 𝜃, 𝑧) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑧) �⃗� 𝑧 
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 (:Invariance) دراسة الثبات  

فإننا سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني إذن  𝑂𝑧وفق المحور 𝑀 إذا قمنا بعملية انسحاب للنقطة  -
 الكهربائي. من مركبات الحقل 𝑧يمكن حذف الإحداثية 

إذن فإننا سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني  𝑂𝑧المحور حول 𝑀 إذا قمنا بعملية دوران للنقطة  -
  الكهربائي. من مركبات الحقل 𝜃حذف الإحداثية يمكن 

 :تيكالآ  يمكن كتابتها  𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارةو منه 

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝑧(𝑟) �⃗� 𝑧 

 التناظر:دراسة   

,𝑀)لدينا المستوي  �⃗� 𝑟 , �⃗� 𝜃) و المستوي (𝑀, �⃗� 𝑟 , �⃗� 𝑧)  هما مستويي تناظر للشحنات و منه فإنّ الحقل
 ينتمي إلى تقاطع هذين المستوييّ أي أنّ الحقل الكهربائي يكون موازيا للمتّجه 𝑀الكهربائي في النقطة 

�⃗� 𝑟 النقطة  الكهربائي السابقة في الحقل و منه يمكننا أن نكتب عبارة𝑀  تي: كالآ 

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 

 الحقل الكهربائي عبارة مركبة إيجاد 𝐸𝑟(𝑟): 

 :كما هو موضح في الشكل  لدينا
𝑑𝐸𝑟 = 𝑑𝐸 𝑐𝑜𝑠𝛼 



 
-38- 

 

 و منه يكون:

𝐸𝑟 = ∫𝑑𝐸 𝑐𝑜𝑠𝛼 

  تي:كالآتعطى   𝑀في النقطة  𝑑𝐸عبارة الحقل الكهربائي العنصري  حيث

𝑑𝐸 = 𝐾
𝑑𝑞

‖𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖
2 

𝑑𝑞: ع العلم أنم = 𝜆 ∙ 𝑑𝑧 لتّوزيع الخطّيذا اله تمثل الشحنة العنصرية.  

 نجد: 𝐸𝑟بالتعويض في عبارة 

𝐸𝑟 = ∫𝐾
𝜆 ∙ 𝑑𝑧

‖𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖
2  𝑐𝑜𝑠𝛼 

−) 𝛼ليكن  جميع المتغيرات في التكامل الأخير بدلالة متغير واحد و بتغيير إذننقوم 
𝜋

2
≤ 𝛼 ≤ +

𝜋

2
،) 

 لدينا: كما هو موضح في الشكلحيث  

{
 
 

 
 𝑡𝑔𝛼 =

𝑧

𝑟
 →  

1

(𝑐𝑜𝑠𝛼)2
𝑑𝛼 =

𝑑𝑧

𝑟
 →  𝒅𝒛 =

𝒓

(𝒄𝒐𝒔𝜶)𝟐
𝒅𝜶

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑟

‖𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖
 →  ‖𝑷𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =

𝒓

𝒄𝒐𝒔𝜶
                                     

 

 في المعادلة الأولى. 𝑡𝑔𝛼حيث قمنا بمفاضلة عبارة 

 الأخيرة نجد: 𝐸𝑟بالتعويض في عبارة 

𝐸𝑟 = ∫  
𝐾 𝜆

𝑟
𝑐𝑜𝑠𝛼

+
𝜋
2

−
𝜋
2

 𝑑𝛼 =
𝐾 𝜆

𝑟
∫ 𝑐𝑜𝑠𝛼
+
𝜋
2

−
𝜋
2

 𝑑𝛼 

 و منه:

𝐸𝑟 =
𝐾 𝜆

𝑟
[𝑠𝑖𝑛𝛼]

−
𝜋
2

+
𝜋
2 

 أي أنّ:
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𝐸𝑟 =
2 𝐾 𝜆

𝑟
 

𝐾لدينا  =
1

4𝜋𝜀0
 و منه يكون: 

𝐸𝑟 =
𝜆

2𝜋𝜀0 ∙ 𝑟
 

 :بانتظام وناللانّائي الطول و المشح ستقيمالناتج عن الم الكهربائي الحقل عبارة كتابةو منه يمكننا  

�⃗� = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 =
𝜆

2𝜋𝜀0 ∙ 𝑟
�⃗� 𝑟 

 
 حالة قطعة مستقيمة مشحونة بانتظام:. 4

 عن 𝑟 فةمسا تبعد التي و المستقيمة القطعة محور على واقعة 𝑀 نقطة في الكهربائي الحقل عبارةأ. إيجاد 
 :𝐴𝐵 منتصف 𝑂 النقطة
𝑧) المستقيمة القطعة محور على واقعة 𝑀 قطةالن بما أنّ  =  في إذن بسبب التناظر الحقل الكهربائي (0

= �⃗�أي أنّ  المستقيمة القطعةهذه  محور علىيكون محمول  𝑀 قطةالن 𝐸𝑟  �⃗� 𝑟 نفس الخطوات  ات باعو ب
 :نجدالسابقة مع تغيير حدود التكامل 

 
𝐸𝑟 =

𝐾 𝜆

𝑟
∫ 𝑐𝑜𝑠𝛼
+𝛼0

−𝛼0

==
𝐾 𝜆

𝑟
[𝑠𝑖𝑛𝛼]−𝛼0

+𝛼0 

 أي أنّ:
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𝐸𝑟 =
2 𝐾 𝜆

𝑟
𝑠𝑖𝑛𝛼0 

 :و لدينا كما هو موضح في الشكل

𝑠𝑖𝑛𝛼0 =

𝐿
2

√(
𝐿
2)

2

+ 𝑟2

 

 بالتعويض يكون:

𝐸𝑟 =
𝐾 𝜆 𝐿

𝑟√
𝐿2

4
+ 𝑟2

 

 𝑀 نقطة في انتظامب و المشحونة المستقيمة القطعةالناتج عن  الكهربائي الحقل عبارة كتابةو منه يمكننا  
 تي:ها كالآمحور  على واقعة

�⃗� = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 =
𝐾 𝜆 𝐿

𝑟√
𝐿2

4
+ 𝑟2

�⃗� 𝑟 

𝑟: الحالتيّ المناقشة بالنسبة للحقل الكهربائي و ذلك فيب.  ≪ 𝐿 و  𝑟 ≫ 𝐿: 

 لدينا:  الأخيرة الكهربائي الحقل عبارةحسب 

�⃗� =
𝐾 𝜆 𝐿

𝑟 𝐿 √
1
4
+
𝑟2

𝐿2

�⃗� 𝑟 =
𝐾 𝜆

𝑟√
1
4
+
𝑟2

𝐿2

�⃗� 𝑟 

𝑟 الحالة في ≪ 𝐿 المقدار   لدينا𝑟2

𝐿2
 يؤول إلى الصفر و منه يكون: 

�⃗� =
2 𝐾 𝜆

𝑟
�⃗� 𝑟 =

𝜆

2𝜋𝜀0 ∙ 𝑟
�⃗� 𝑟 

كما تحصلنا   انتظامب اللانّائي الطول و المشحون ستقيمالناتج عن المو هي تمثل عبارة الحقل الكهربائي 
 عليها في السؤال الثالث.

 و من جهة أخرى لدينا:
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�⃗� =
𝐾 𝜆 𝐿

𝑟√
𝐿2

4
+ 𝑟2

�⃗� 𝑟 =
𝐾 𝜆 𝐿

𝑟2√
𝐿2

4 𝑟2
+ 1

�⃗� 𝑟 

𝑟 الحالة ففي ≥ 𝐿 المقدار   لدينا𝐿2

 𝑟2
 يؤول إلى الصفر و منه يكون: 

�⃗� =
𝐾 𝜆 𝐿

𝑟2
�⃗� 𝑟 = 𝐾

𝑞

𝑟2
�⃗� 𝑟 

𝑞و هي تمثل عبارة الحقل الكهربائي الناتج عن شحنة نقطية حيث  = 𝜆 𝐿  تمثل الشحنة الكلية للقطعة
 المستقيمة.

 
ِالتّمرينِالثاّلث: 
 موضح هو كما  𝑅 قطرها نصف دائرة ربع يشكل قوس طول على بانتظام خطيا موزعة 𝑞 شحنة نعتبر

 .موجبة لشحنةلالخطية  كثافةال 𝜆، و لتكن الشكل في

 

 

 

 

 .الخطي التوزيع لهذا العنصرية الشحنة عبارة أكتب .1
 .𝑅 و 𝑞 بدلالة 𝜆 الخطية الشحنة كثافة  عبارة أوجد .2
 .𝑂 المبدأ عند. أوجد عبارة الكمون الكهربائي 3
 .𝑂 المبدأ عند الكهربائي الحقل عبارة أوجد. 4

ِِ:الحل 
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 :الخطي التوزيع لهذا العنصرية الشحنة عبارة. 1
𝑑𝑞 = 𝜆 𝑑𝑙 = 𝜆 𝑅 𝑑𝜃 

 :𝑅 و 𝑞 بدلالة 𝜆 الخطية الشحنة كثافة  عبارة إيجاد .2
 السابقة يكون: 𝑑𝑞بمكاملة عبارة 

𝑞 = ∫𝑑𝑞 = 𝜆 𝑅 ∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

0

= 𝜆 𝑅 ∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

0

= 𝜆 𝑅
𝜋

2
 

 و منه نجد:

𝜆 =
2 𝑞

𝜋 𝑅
 

 :𝑂 المبدأ عندعبارة الكمون الكهربائي  .إيجاد3
 

𝑉 = ∫𝑑𝑉 = ∫ 𝐾
𝑑𝑞

𝑅

𝑞

0

=
𝐾

𝑅
∫ 𝑑𝑞
𝑞

0

=
𝐾 𝑞

𝑅
 

 
 :𝑂 المبدأ عند الكهربائي الحقل عبارة . إيجاد4

 
 لدينا:

�⃗� = ∫𝑑�⃗�  

 : حيث
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𝑑�⃗� = 𝐾
𝑑𝑞

𝑅2
�⃗� 𝑟 = 𝐾

𝜆 𝑅 𝑑𝜃

𝑅2
�⃗� 𝑟 = 𝐾

𝜆 𝑑𝜃

𝑅
�⃗� 𝑟 

 كما هو موضح في الشكل لدينا أيضا:
�⃗� 𝑟 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑗  

 نجد:  �⃗�عبارة بالتعويض في 

�⃗� = 𝐾
𝜆

𝑅
{∫ 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃 𝑖 

𝜋
2

0

+∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃 𝑗 

𝜋
2

0

} 

 و منه:

�⃗� = 𝐾
𝜆

𝑅
{[𝑠𝑖𝑛𝜃]0

𝜋
2  𝑖 + [−𝑐𝑜𝑠𝜃]0

𝜋
2  𝑗 } 

 إذن:

�⃗� = 𝐾
𝜆

𝑅
(𝑖 + 𝑗 ) 

𝜆 و لدينا من السؤال الثاني  =
2 𝑞

𝜋 𝑅
 تي:كالآ𝑂 المبدأ عند الكهربائيعبارة الحقل  كونتو منه  

�⃗� =
2 𝐾 𝑞

𝜋 𝑅2
(𝑖 + 𝑗 ) 

 تي:كالآ𝑂 المبدأ عندتكون شدّة الحقل الكهربائي و 

𝐸 =
2√2 𝐾 𝑞

𝜋 𝑅2
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ِالتّمرينِالرّابع: 
 ليكن و. موجبة 𝜆 الخطية كثافتها  بانتظام موزعة شحنة تحمل 𝑅 قطرها نصف دائرية حلقة لدينا لتكن 

𝑂𝑍 بمركزها يمر الذي و الحلقة مستوي على العمودي المحور 𝑂. 

 .المسألة لهذه تخطيطي رسم أعطي. 1
 .الخطي التوزيع لهذا العنصرية الشحنة عبارة أكتب. 2
 عن 𝑧 بمسافة تبعد التي و 𝑂𝑍 المحور على تقع التي 𝑀 النقطة في الكهربائي الكمون عبارة أوجد. 3

 .𝑂 الحلقة مركز
 بطريقتيّ مختلفتيّ: 𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارة أوجد .4

 من الكمون.باستنتاجه أ. 

 بالحساب المباشر له.ب. 

ِِ:الحل 

 :المسألة لهذه تخطيطي رسم. 1

 
 :الخطي التوزيع لهذا العنصرية الشحنة عبارة. 2

𝑑𝑞 = 𝜆 𝑑𝑙 = 𝜆 𝑅 𝑑𝜃 
 
 عن 𝑧 بمسافة تبعد التي و 𝑂𝑍 المحور على تقع التي 𝑀 النقطة في الكهربائي الكمون عبارة . إيجاد3

 :𝑂 الحلقة مركز
 لدينا:
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𝑉 = ∫𝑑𝑉 

 حيث:

𝑑𝑉 = 𝐾
𝑑𝑞

√𝑧2 + 𝑅2
= 𝐾

𝜆 𝑅 𝑑𝜃

√𝑧2 + 𝑅2
 

 و منه يكون:

𝑉 = 𝐾
𝜆 𝑅

√𝑧2 + 𝑅2
∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 أي أنّ:

𝑉 =
2𝜋 𝐾 𝜆 𝑅

√𝑧2 + 𝑅2
 

 و ذلك باستنتاجه من الكمون: 𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارةإيجاد الطريقة الأولى: .أ. 4

 إذن: 𝑧لا تتعلق إلا بـ  𝑉بما أنّ عبارة 

�⃗� = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 = −
𝜕𝑉

𝜕𝑧
 �⃗� 𝑧 

 نجد:  𝑉و منه بحساب مشتقة 

�⃗� = −2𝜋 𝐾 𝜆 𝑅 (

0 −
2 𝑧

2√𝑧2 + 𝑅2 
𝑧2 + 𝑅2

) �⃗� 𝑧 

 أي أنّ:

�⃗� =
2𝜋 𝐾 𝜆 𝑅 𝑧

(𝑧2 + 𝑅2)
3
2

 �⃗� 𝑧 
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 و ذلك بالحساب المباشر له: 𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارةإيجاد الطريقة الثانية:  .ب.4

لا  𝑀النقطة في  الحقل الكهربائي مركبات إذن 𝑂𝑍 الحلقة تقع على محور 𝑀النقطة بما أنّ   
 .𝑧 تعلق إلا بـت
هو مستوي تناظر للتوزيع الشحني  𝑂𝑍 الحلقة محوردراسة التناظر: بما أنّ كل مستوي يشمل  

  .𝑂𝑍المحور محمول على يكون إذن فالحقل الكهربائي 

 نّ:هذا يعني أ

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑧(𝑧) �⃗� 𝑧 
 منه: و

�⃗� = ∫𝑑�⃗� = ∫𝑑𝐸𝑧  �⃗� 𝑧 

 : كما هو موضح في الشكل لدينا
𝑑𝐸𝑧 = 𝑑𝐸 𝑐𝑜𝑠𝛼 

 :حيث

𝑑𝐸 = 𝐾
𝑑𝑞

𝑧2 + 𝑅2
= 𝐾

𝜆 𝑅 𝑑𝜃

𝑧2 + 𝑅2
 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑧

√𝑧2 + 𝑅2
 

 نجد:  �⃗�بالتعويض في عبارة الحقل الكهربائي 

�⃗� = ∫𝑑𝐸 𝑐𝑜𝑠𝛼  �⃗� 𝑧 = ∫
𝐾 𝜆 𝑅 𝑧 

(𝑧2 + 𝑅2)
3
2

𝑑𝜃  �⃗� 𝑧

2𝜋

0

=
𝐾 𝜆 𝑅 𝑧 

(𝑧2 + 𝑅2)
3
2

∫ 𝑑𝜃  �⃗� 𝑧

2𝜋

0

 

 و منه نجد:

�⃗� =
2𝜋𝐾 𝜆 𝑅 𝑧 

(𝑧2 + 𝑅2)
3
2

 �⃗� 𝑧 
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ِالتّمرينِالخامس: 
 كما هو موضح في الشكل.   𝑅موزعة سطحيا بانتظام على ربع قرص نصف قطره  𝑞شحنة نعتبر 

 
 .𝜎السطحية للشحنة الكثافة . أعط وحدة 1
 لهذا التوزيع. 𝑑𝑞 أكتب عبارة الشحنة العنصرية . 2
 بدلالة المعطيات. σأوجد عبارة كثافة الشحنة السطحية . 3
 بدلالة المعطيات. 𝑂وجد عبارة الكمون الكهربائي عند المبدأ أ. 4

ِِ:الحل 

 (.𝐶/𝑚2هي ) 𝜎السطحية للشحنة الكثافة . وحدة 1
 :لهذا التوزيع 𝑑𝑞 عبارة الشحنة العنصرية . 2
 

 

 كما هو موضح في الشكل: 
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𝑑𝑞 = 𝜎 𝑑𝑆 = 𝜎 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 
 :بدلالة المعطيات σعبارة كثافة الشحنة السطحية  . إيجاد3

 نجد:  𝑑𝑞بمكاملة عبارة 

𝑞 = ∫𝑑𝑞 = 𝜎 ∫ 𝑟 𝑑𝑟
𝑅

0

 ∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

0

= 𝜎 (
𝑅2

2
) (
𝜋

2
) 

 و منه:

𝜎 =
4 𝑞

𝜋 𝑅2
 

 
 :بدلالة المعطيات 𝑂عبارة الكمون الكهربائي عند المبدأ  . إيجاد4

 لدينا:

𝑉 = ∫𝑑𝑉 

 حيث:

𝑑𝑉 = 𝐾
𝑑𝑞

𝑟
= 𝐾

𝜎 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃

𝑟
= 𝐾 𝜎 𝑑𝑟 𝑑𝜃 

 و منه يكون:

𝑉 = 𝐾 𝜎 ∫ 𝑑𝑟 
𝑅

0

∫ 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

 أي أنّ:

𝑉 =
𝜋

2
 𝐾 𝜎 𝑅 

 نجد: المتحصل عليها في السؤال الثالث 𝜎بتعويض عبارة 

𝑉 =
𝜋

2
 𝐾 (

4 𝑞

𝜋 𝑅2
)  𝑅 =

2 𝐾 𝑞

𝑅
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ِالتّمرينِالسّادس: 
كثافة شحنته السطحية   σمشحون سطحيا بانتظام و لتكن  𝑅و نصف قطره 𝑂  نعتبر قرص مركزه

عن  𝑧التي تبعد بمسافة في الاتّّاه الموجب و   𝑂𝑍الواقعة على محور القرص 𝑀النقطة نعتبر  موجبة.
 .𝑂مركز القرص 

 أعط رسم تخطيطي للمسألة.. 1
 .𝑑𝑠من طرف السطح العنصري للقرص  المحمولة 𝑑𝑞أكتب عبارة الشحنة العنصرية . 2
 .𝑀الناتج عن كل القرص في النقطة  𝑉الكهربائي  الكمون أوجد عبارة. 3
 بطريقتيّ مختلفتيّ: 𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارة أوجد .4

 أ. باستنتاجه من الكمون.
 ب. بالحساب المباشر له.

في حالة مستو لانّائي موزعة عليه الشحنة  𝑀في النقطة   �⃗�استنتج عبارة الحقل الكهربائي . 5
 بانتظام.

 عندئذ داخل المستوي اللانّائي الطول، أوجد 𝑂و مركزها  𝑅نثقب فتحة دائرية نصف قطرها . 6
 .𝑀عبارة الحقل الكهربائي الناشئ من طرف هذا المستوي اللانّائي المثقوب و ذلك في النقطة 

ِِ:الحل 

 رسم تخطيطي للمسألة:. 1
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 :𝑑𝑠المحمولة من طرف السطح العنصري للقرص  𝑑𝑞عبارة الشحنة العنصرية . 2
𝑑𝑞 = 𝜎 𝑑𝑠 = 𝜎 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 

 :𝑀الناتج عن كل القرص في النقطة  𝑉الكهربائي  الكمون عبارة. إيجاد 3
 لدينا:

𝑉 = ∫𝑑𝑉 

 حيث:

𝑑𝑉 = 𝐾
𝑑𝑞

√𝑧2 + 𝑟2
= 𝐾

𝜎 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃

√𝑧2 + 𝑟2
 

 و منه يكون:

𝑉 = 𝐾𝜎∫
𝑟

√𝑧2 + 𝑟2

𝑅

0

𝑑𝑟∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 أو نكتب:

𝑉 =
1

2
𝐾𝜎∫ 2𝑟(𝑧2 + 𝑟2)−

1
2

𝑅

0

𝑑𝑟∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 أي أنّ:

𝑉 =
1

2
𝐾𝜎 [

(𝑧2 + 𝑟2)
1
2

(
1
2)

]

0

𝑅

(2𝜋) 

 إذن:

𝑉 = 2𝜋𝐾𝜎 (√𝑧2 + 𝑅2 − 𝑧) 

 و ذلك باستنتاجه من الكمون: 𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارة.أ. الطريقة الأولى: إيجاد 4

 إذن: 𝑧لا تتعلق إلا بـ  𝑉بما أنّ عبارة 

�⃗� = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 = −
𝜕𝑉

𝜕𝑧
 �⃗� 𝑧 
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 نجد:  𝑉و منه بحساب مشتقة 

�⃗� = −2𝜋𝐾𝜎 (
2 𝑧

2√𝑧2 + 𝑅2
− 1) �⃗� 𝑧 

 أي أنّ:

�⃗� = 2𝜋𝐾𝜎 (1 −
𝑧

√𝑧2 + 𝑅2
) �⃗� 𝑧 

 و ذلك بالحساب المباشر له: 𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارة.ب. الطريقة الثانية: إيجاد 4

لا  𝑀النقطة في  الحقل الكهربائي إذن مركبات 𝑂𝑍القرص  تقع على محور 𝑀النقطة بما أنّ   
 .𝑧الاحداثية تعلق إلا بت
هو مستوي تناظر للتوزيع الشحني  𝑂𝑍القرص  محوردراسة التناظر: بما أنّ كل مستوي يشمل  

 .𝑂𝑍المحور محمول على يكون إذن فالحقل الكهربائي 

 نّ:هذا يعني أ

�⃗� (𝑀) = 𝐸𝑧(𝑧) �⃗� 𝑧 
 و منه:

�⃗� = ∫𝑑�⃗� = ∫𝑑𝐸𝑧  �⃗� 𝑧 

 : كما هو موضح في الشكل لدينا
𝑑𝐸𝑧 = 𝑑𝐸 𝑐𝑜𝑠𝛼 

 :حيث

𝑑𝐸 = 𝐾
𝑑𝑞

𝑧2 + 𝑟2
= 𝐾

𝜎 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃

𝑧2 + 𝑟2
 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑧

√𝑧2 + 𝑟2
 

 نجد:  �⃗�بالتعويض في عبارة الحقل الكهربائي 
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�⃗� = ∫𝑑𝐸 𝑐𝑜𝑠𝛼  �⃗� 𝑧 = ∫ ∫
𝐾 𝜎 𝑧 𝑟

(𝑧2 + 𝑟2)
3
2

𝑑𝑟
𝑅

0

𝑑𝜃  �⃗� 𝑧

2𝜋

0

 

 و منه نجد:

�⃗� = 𝐾 𝜎 𝑧∫
 𝑟

(𝑧2 + 𝑟2)
3
2

𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑑𝜃  �⃗� 𝑧

2𝜋

0

 

 أو نكتب:

�⃗� =
1

2
𝐾 𝜎 𝑧∫ 2𝑟(𝑧2 + 𝑟2)−

3
2𝑑𝑟

𝑅

0

∫ 𝑑𝜃  �⃗� 𝑧

2𝜋

0

 

 أي أنّ:

�⃗� =
1

2
𝐾 𝜎 𝑧 [

(𝑧2 + 𝑟2)−
1
2

(−
1
2)

]

0

𝑅

(2𝜋)  �⃗� 𝑧 

 أو نكتب أيضا:

�⃗� = 2𝜋 𝐾 𝜎 𝑧 [
−1

√(𝑧2 + 𝑟2)
]

0

𝑅

  �⃗� 𝑧 

 و منه:

�⃗� = 2𝜋 𝐾 𝜎 𝑧 (
−1

√(𝑧2 + 𝑅2)
+
1

𝑧
) �⃗� 𝑧 

 و أخيرا نجد:

�⃗� = 2𝜋 𝐾 𝜎 (1 −
𝑧

√𝑧2 + 𝑅2
) �⃗� 𝑧 

 :في حالة مستو لانّائي موزعة عليه الشحنة بانتظام 𝑀في النقطة   �⃗�عبارة الحقل الكهربائي . 5
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ذلك انطلاقا  و حالة مستو لانّائي موزعة عليه الشحنة بانتظاميمكن استنتاج عبارة الحقل الكهربائي في 
 السابقة و هذا باعتبار أن نصف قطر القرص يؤول إلىالحقل الكهربائي الناتج عن القرص من عبارة 

 اللانّاية فيكون:

�⃗� = 2𝜋 𝐾 𝜎(1 − 0) �⃗� 𝑧 = 2𝜋 𝐾 𝜎 �⃗� 𝑧 =
𝜎

2 𝜀0
 �⃗� 𝑧 

 :𝑀عبارة الحقل الكهربائي الناشئ من طرف المستوي اللانّائي المثقوب و ذلك في النقطة إيجاد . 6

 حسب مبدأ التراكب لدينا:

 الناتج عن المستوي اللانّائي هربائيالكالحقل 
ِِِ║ِ

 الناتج عن القرص هربائيالكالحقل 
 

 المستوي اللانّائي المثقوب الناتج عن هربائيالكالحقل 

 و منه نستنتج أنّ:

 المستوي اللانّائي المثقوب الناتج عن هربائيالكالحقل 
║ِ

 الناتج عن المستوي اللانّائي هربائيالكالحقل 
▬ِ

 الناتج عن القرص هربائيالكالحقل 

 تي:كالآ 𝑀عبارة الحقل الكهربائي الناشئ من طرف المستوي اللانّائي المثقوب في النقطة و منه تكون 

�⃗́� = 2𝜋 𝐾 𝜎 �⃗� 𝑧 − 2𝜋 𝐾 𝜎 (1 −
𝑧

√𝑧2 + 𝑅2
) �⃗� 𝑧 

 أي أنّ:

�⃗́� = 2𝜋 𝐾 𝜎
𝑧

√𝑧2 + 𝑅2
 �⃗� 𝑧 
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ِالتّمرينِالسّابع: 
. )لاحظ الشكل( 𝑞الشحنة  خطيا موزعة عليه 𝑅نعتبر سلك على شكل نصف دائرة نصف قطرها 

𝜆 : تتغير وفق العلاقة 𝜆 علما أن كثافة الشحنة الخطية = 𝜆0 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ،   حيث𝜆0 .ثابت موجب 

 

 

 

 .𝜆0و  𝑅بدلالة  𝑞أوجد عبارة الشحنة الكلية للسلك . 1
 .𝑂أوجد عبارة الكمون الكهربائي في النقطة . 2
 .𝑂في النقطة   الحقل الكهربائي الإجماليأوجد عبارة . 3
 ها.يعبارة القوة الإجمالية المؤثرة عل عندئذ ، فأوجد𝑂في النقطة   𝑞0إذا وضعت الشحنة النقطية . 4

ِِ:الحل 

 :𝜆0و  𝑅بدلالة  𝑞عبارة الشحنة الكلية للسلك  . إيجاد1
 لدينا:

𝑑𝑞 = 𝜆 𝑑𝑙 
 حيث:

𝜆 = 𝜆0 𝑐𝑜𝑠𝜃 
𝑑𝑙 = 𝑅 𝑑𝜃 

 نجد: 𝑑𝑞بالتعويض في عبارة 
𝑑𝑞 = 𝑅 𝜆0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃 

 : يكون و منه
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𝑞 = ∫𝑑𝑞 = 𝑅 𝜆0  ∫ 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃
+
𝜋
2

−
𝜋
2

 

 أي أنّ:

𝑞 = 𝑅 𝜆0 [𝑠𝑖𝑛𝜃]
−
𝜋
2

+
𝜋
2 

 و منه نجد:
𝑞 = 2𝑅 𝜆0 

 

 :𝑂عبارة الكمون الكهربائي في النقطة  . إيجاد2
𝑉 = ∫𝑑𝑉 = ∫𝐾

𝑑𝑞

𝑅
=
𝐾

𝑅
∫𝑑𝑞 =

𝐾 𝑞

𝑅
 

 يكون:السابقة  𝑞و بتعويض عبارة 
𝑉 = 2 𝐾 𝜆0  

 :𝑂في النقطة   الحقل الكهربائي الإجماليعبارة  . إيجاد3
 

 
 

هو مستوي تناظر للتوزيع الشحني إذن ( 𝑂𝑥𝑦و )( 𝑂𝑦𝑧) يّدراسة التناظر: بما أنّ المستوي 
 .𝑂𝑦المحور محمول على  ينتمي لتقاطع هذين المستوييّ أي أنهّفالحقل الكهربائي 
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 :كما هو موضح في الشكل  نّ هذا يعني أ

�⃗� = ∫𝑑�⃗� = ∫−𝑑𝐸 𝑐𝑜𝑠𝜃  𝑗  

 :حيث

𝑑𝐸 = 𝐾
𝑑𝑞

𝑅2
= 𝐾

𝑅 𝜆0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃

𝑅2
=
𝐾 𝜆0 

𝑅
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃 

 يكون:  �⃗�و منه بالتعويض في عبارة 

�⃗� = −
𝐾 𝜆0 

𝑅
∫ 𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃  𝑗 
+
𝜋
2

−
𝜋
2

 

 أو نكتب:

�⃗� = −
𝐾 𝜆0 

𝑅
∫ (

1 + cos (2𝜃)

2
)  𝑑𝜃  𝑗 

+
𝜋
2

−
𝜋
2

 

 أي أنّ:

�⃗� = −
𝐾 𝜆0 

2 𝑅
[𝜃 +

1

2
𝑠𝑖𝑛(2𝜃)]

−
𝜋
2

+
𝜋
2
   𝑗  

 بعد الحساب و التبسيط نجد:
�⃗� = −

𝜋 𝐾 𝜆0 

2 𝑅
   𝑗  

 
 :𝑞𝑂ى الشحنة النقطية المؤثرة عل  𝐹عبارة القوة الإجمالية  . إيجاد4

 لدينا:

𝐹 = 𝑞𝑂 �⃗�  
 و منه نستنتج أنّ:

𝐹 = −
𝜋 𝐾 𝜆0 𝑞𝑂
2 𝑅

   𝑗  
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ِالتّمرينِالثاّمن: 
 يّمشحونتيّ بشحنتيّ متساويت ،التي تفصلهما 𝑑متوازيتيّ أبعادهما كبير مقارنة بالمسافة  نعتبر صفيحتيّ

للصفيحة المشحونة إيجابا حيث السطحية  لشحنةاكثافة   𝜎لتكن . و و متعاكستيّ في الإشارةمقدارا 
للصفيحة المشحونة سلبا كما هو موضح السطحية  لشحنةاكثافة هي   𝜎−إذن  نعتبرها ثابتة و موجبة،

 في الشكل.

 
0 واضعالم. أوجد عبارة الحقل الكهربائي في 1 < 𝑥 < 𝑑  من جهة و {

𝑥 < 0
𝑥 > 𝑑

 من جهة أخرى. 
 فرق الكمون بيّ الصفيحتيّ.. أوجد عبارة 2

𝜎 هو 𝜎تذكير : الحقل الكهربائي الناتج عن مستوي لا نّائي الطول كثافة شحنته السطحية 

2𝜀0
. 

ِِ:الحل 

 عبارة الحقل الكهربائي: إيجاد. 1
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الحقل الكهربائي الناتج عن الصفيحة  − �⃗�الحقل الكهربائي الناتج عن الصفيحة الموجبة و  + �⃗�ليكن 
 السالبة، و منه يكون:

   0في الموضع الحقل الكهربائي < 𝑥 < 𝑑: 

 لدينا: كما هو موضح في الشكل  حسب مبدأ التراكب

�⃗� = �⃗� + + �⃗� − 

 أي أنّ:

�⃗� =
𝜎

2𝜀0
 𝑖 +

𝜎

2𝜀0
 𝑖 =

𝜎

𝜀0
 𝑖  

   في المواضع الحقل الكهربائي {
𝑥 < 0
𝑥 > 𝑑

 لدينا: 

 لدينا: هو موضح في الشكلكما   حسب مبدأ التراكب

�⃗� = �⃗� + + �⃗� − 

 أي أنّ:

�⃗� =
𝜎

2𝜀0
 𝑖 −

𝜎

2𝜀0
 𝑖 =  0⃗  

 :فرق الكمون بيّ الصفيحتيّ. أيجاد عبارة 2

 لدينا:

𝑑𝑉 = −�⃗�  𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ 

  ، إذن يكون:𝑂𝑥بما أنّ الحقل الكهربائي موازي للمحور 
𝑑𝑉 = −𝐸 𝑑𝑥 

 العلاقة الأخيرة نجد:كذلك باعتبار أن الحقل الكهربائي منتظم، إذن بمكاملة 

∆𝑉 = 𝐸 𝑑 =
𝜎

𝜀0
𝑑 
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ِِالأولالتّمرين: 
. المطلوب إيجاد تدفق الحقل الكهربائي 𝑑موضوعة في مركز مكعب طول ضلعه  𝑞0نعتبر شحنة نقطية 

 .عبر وجه واحد من هذا المكعب

ِِ:الحل 

 عبر الوجوه الستة للمكعب يساوي: Фحسب نظرية التدفق )نظرية غوص( فإنّ تدفق الحقل الكهربائي 

Ф =
𝑞0
𝜀0

 

 

 

 

Фو منه بسبب التناظر يكون تدفق الحقل الكهربائي   
1

 عبر وجه واحد للمكعب يساوي: 

Ф
1
=
Ф

6
=
𝑞0
6𝜀0

 

ِالتّمرينِالثاني: 
𝑞شحنة نقطية أنهّ توجد نعتبر  = 6 𝜇𝐶 في محور قرص نصف قطره  موجودة𝑅 = 4 𝑐𝑚 على بعد 

𝑑 = 3𝑐𝑚  من مركز القرص. المطلوب هو حساب تدفق الحقل الكهربائي الناتج عن الشحنة النقطية
 𝑞 سطح القرص عبر. 

 الفصلِالرّابع:
نظريةِغوصالتدفّقِوِمسائلِحولِ  
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ِِ:الحل 

 
 تي:كالآ  سطح القرص عبر 𝑞 الناتج عن الشحنة النقطية  Фيحسب تدفق الحقل الكهربائي 

Ф =∬ �⃗�  𝑑𝑠 
𝑆

=∬ 𝐸 𝑑𝑠 𝑐𝑜𝑠𝛼
𝑆

 

تمثل  𝑑𝑠 ، و𝑞 الناتج عن الشحنة النقطية يمثل الحقل الكهربائي  𝐸حيث، كما هو موضح في الشكل، 
 تمثل الزاوية بيّ اتّاه الحقل الكهربائي و محور القرص: 𝛼المساحة العنصرية للقرص، و 

𝐸 = 𝐾
𝑞

𝑑2 + 𝑟2
 

𝑑𝑠 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑑

√𝑑2 + 𝑟2
 

 نجد: Фبالتعويض في عبارة تدفق الحقل الكهربائي 

Ф = 𝐾 𝑞 𝑑 ∫
𝑟

(𝑑2 + 𝑟2)
3
2

𝑅

0

𝑑𝑟∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 أي أنّ:

Ф = 𝐾 𝑞 𝑑 [
−1

√𝑑2 + 𝑟2
]
0

𝑅

 [𝜃]0
2𝜋 

 و منه نجد:
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Ф = 2𝜋 𝐾 𝑞 𝑑 (
−1

√𝑑2 + 𝑅2
+
1

𝑑
) = 2𝜋 𝐾 𝑞 (1 −

𝑑

√𝑑2 + 𝑅2
) 

 تطبيق عددي:

Ф = 2(3.14)(9 ∙ 109)(6 ∙ 10−6) (1 −
0.03

√(0.03)2 + (0.04)2
) 

 و منه:

Ф ≈ 1.36 ∙ 105  
𝑁 𝑚2

𝐶
 

 
ِالتّمرينِالثالث: 
شحنتها الحجمية كثافة   𝜌مشحونة حجميا بانتظام و لتكن  𝑅و نصف قطرها   𝑂لدينا كرة مركزها لتكن

 . موجبة و ثابتة

,�⃗� (𝑟أثبت أن الحقل الكهربائي يكتب على الشكل   -1 𝜃, 𝜑) = 𝐸(𝑟) �⃗� 𝑟 . 
𝑟باستعمال نظرية غوص أوجد عبارة الحقل الكهربائي في المنطقتيّ  -2 ≤ 𝑅   و𝑟 ≥ 𝑅. 
 أوجد عبارة الكمون الكهربائي في المناطق المذكورة سابقا. -3
 أرسم دالتي الحقل و الكمون. -4

ِِ:الحل 

,�⃗� (𝑟إثبات أن الحقل الكهربائي يكتب على الشكل . 1 𝜃, 𝜑) = 𝐸(𝑟) �⃗� 𝑟: 
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,𝑟) الكرويةباستعمال الإحداثيات  𝜃, 𝜑)  ّنقطة في الكهربائي الحقل عبارةفإن 𝑀  معطاة من الفضاء
 :تيتكتب كالآ

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝜑(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝜑 

 

 (:Invariance) دراسة الثبات 
كن يمإذن سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني  فإننا 𝜑وفق الزاوية 𝑀 إذا قمنا بعملية دوران للنقطة  -

  الكهربائي. من مركبات الحقل 𝜑حذف الإحداثية 
كن يمإذن فإننا سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني  𝜃وفق الزاوية 𝑀 إذا قمنا بعملية دوران للنقطة  -

  الكهربائي. من مركبات الحقل 𝜃حذف الإحداثية 

 :تيكالآ  يمكن كتابتها  𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارةو منه 

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝜑(𝑟) �⃗� 𝜑 

نه و مهو مستوي تناظر للتوزيع الشحني  𝑀و  𝑂كل مستوي يحوي النقطتيّ    دراسة التناظر:  
ي أي أنّ الحقل الكهربائ ينتمي إلى تقاطع هذه المستويات 𝑀فإنّ الحقل الكهربائي في النقطة 

 الكهربائي السابقة في الحقل و منه يمكننا أن نكتب عبارة �⃗� 𝑟 موازيا للمتّجهقطريا أي يكون 
 تي: كالآ  𝑀النقطة 

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 

 :الكهربائي الحقل عبارة. 2

 لإيجاد عبارة الحقل الكهربائي نستعمل نظرية غوص:

∯�⃗�  𝑑𝑠 

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 . 𝑟و نصف قطرها  𝑂على شكل كرة مركزها  𝑆𝐺أن نختار سطح غوص  في هذه الحالة حيث يمكن
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 لدينا الحقل الكهربائي و عنصر السطح هما قطريان أي أنّّما متوازيان إذن:

∯𝐸 𝑑𝑠

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 كذلك الحقل الكهربائي هو ثابت على امتداد سطح غوص إذن:

𝐸∯𝑑𝑠

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 أي أنّ:

𝐸 𝑆𝐺 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 و منه:

𝐸 4𝜋𝑟2 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

   المنطقة𝑟 ≤ 𝑅 : 

 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝜌 𝓋 = 𝜌 
4

3
𝜋 𝑟3 

 نجد: (∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 4𝜋𝑟2 =
𝜌 
4
3
𝜋 𝑟3

𝜀0
 

 أي أنّ:

𝐸 =
𝜌 

3𝜀0
𝑟 

 و منه يمكن أن نكتب:
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�⃗� =
𝜌 

3𝜀0
𝑟 �⃗� 𝑟 

   المنطقة𝑟 ≥ 𝑅 : 

 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝜌 𝓋 = 𝜌 
4

3
𝜋 𝑅3 

 نجد: (∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 4𝜋𝑟2 =
𝜌 
4
3
𝜋 𝑅3

𝜀0
 

 أي أنّ:

𝐸 =
𝜌𝑅3

3𝜀0
 
1

𝑟2
 

 و منه يمكن أن نكتب:

�⃗� =
𝜌𝑅3

3𝜀0
 
1

𝑟2
 �⃗� 𝑟 

 :عبارة الكمون الكهربائي في المناطق المذكورة سابقا . إيجاد3

 نستعمل العلاقة:

𝑑𝑉 = −�⃗�  𝑑𝑙  
 تي:الكهربائي هو قطري، إذن يمكن كتابة العلاقة الأخيرة على الشكل الآ لكن نعلم أنّ الحقل

𝑑𝑉 = −𝐸 𝑑𝑟 

 أي أنّ:

𝑉 = −∫𝐸 𝑑𝑟 ∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗∗) 
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  المنطقة𝑟 ≥ 𝑅 : 

 في هذه المنطقة يكون: 

𝑉 = −∫
𝜌𝑅3

3𝜀0
 
1

𝑟2
 𝑑𝑟 

 و منه نجد:

𝑉 =
𝜌𝑅3

3𝜀0
 
1

𝑟
+ 𝐶1 

(∞)𝑉لدينا  = 𝐶1 و منه حسب العلاقة الأخيرة نجد 0 =  أي أنّ: ،0

𝑉 =
𝜌𝑅3

3𝜀0
 
1

𝑟
 

  المنطقة𝑟 ≤ 𝑅 : 

 في هذه المنطقة يكون: 

𝑉 = −∫
𝜌

3𝜀0
 𝑟 𝑑𝑟 

 و منه نجد:

𝑉 = −
𝜌

6𝜀0
 𝑟2 + 𝐶2 

 نستعمل خاصية استمرارية الكمون فيكون لدينا: 𝐶2لإيجاد الثابت 
𝑉𝑖𝑛𝑡(𝑟 = 𝑅) = 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 = 𝑅) 

 الكهربائي خارج الكرة.الكمون يشير إلى  𝑉𝑒𝑥𝑡 و الكهربائي داخل الكرة الكمون إلى يشير 𝑉𝑖𝑛𝑡حيث 
 و منه نجد:

−
𝜌

6𝜀0
 𝑅2 + 𝐶2 =

𝜌𝑅2

3𝜀0
 

 إذن:
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𝐶2 =
𝜌𝑅2

2𝜀0
 

 تي:كالآ  الكرة داخلو منه تكون عبارة الكمون الكهربائي 

𝑉 = −
𝜌

6𝜀0
 𝑟2 +

𝜌𝑅2

2𝜀0
 

 :رسم دالتي الحقل و الكمون. 4

   الحقل الكهربائي𝐸(𝑟): 

 
  الكمون الكهربائي𝑉(𝑟): 
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ِالتّمرينِالرابع: 
بانتظام و لتكن  سطحيامشحونة  𝑅و نصف قطرها   𝑂𝑧هاأسطوانة لا نّائية الطول محور لدينا  لتكن
𝜎   موجبة و ثابتة السطحيةشحنتها كثافة . 

,�⃗� (𝑟أثبت أن الحقل الكهربائي يكتب على الشكل  -1 𝜃, 𝑧) = 𝐸(𝑟) �⃗� 𝑟 . 
𝑟باستعمال نظرية غوص أوجد عبارة الحقل الكهربائي في المنطقتيّ  -2 < 𝑅   و𝑟 > 𝑅. 

ِِ:الحل 

,�⃗� (𝑟إثبات أن الحقل الكهربائي يكتب على الشكل . 1 𝜃, 𝑧) = 𝐸(𝑟) �⃗� 𝑟: 

 
,𝑟) الأسطوانيةباستعمال الإحداثيات  𝜃, 𝑧)  ّنقطة في الكهربائي الحقل عبارةفإن 𝑀  معطاة من الفضاء

 :تيتكتب كالآ
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�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜃, 𝑧) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟, 𝜃, 𝑧) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑧) �⃗� 𝑧 

 

 (:Invariance) دراسة الثبات 
ن إذفإننا سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني  𝑂𝑧وفق المحور 𝑀 إذا قمنا بعملية انسحاب للنقطة  -

  الكهربائي. من مركبات الحقل 𝑧حذف الإحداثية يمكن 
كن يمإذن فإننا سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني  𝜃وفق الزاوية 𝑀 إذا قمنا بعملية دوران للنقطة  -

  الكهربائي. من مركبات الحقل 𝜃حذف الإحداثية 

 :تيكالآ  يمكن كتابتها  𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارةو منه 

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝑧(𝑟) �⃗� 𝑧 

�⃗� 𝑟)إنّ المستوييّ   التناظر:دراسة    , �⃗� 𝜃)  و(�⃗� 𝑟 , �⃗� 𝑧) تناظر للتوزيع الشحني و  اتمستوي اهم
هربائي أي أنّ الحقل الك يّالمستوي ينينتمي إلى تقاطع هذ 𝑀منه فإنّ الحقل الكهربائي في النقطة 

 في السابقةالكهربائي  الحقل و منه يمكننا أن نكتب عبارة �⃗� 𝑟 يكون قطريا أي موازيا للمتّجه
 تي: كالآ  𝑀النقطة 

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 

 :الكهربائي الحقل عبارة. 2

 لإيجاد عبارة الحقل الكهربائي نستعمل نظرية غوص:

∯�⃗�  𝑑𝑠 

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

لها نفس محور الأسطوانة  مغلقة أسطوانةعلى شكل  𝑆𝐺في هذه الحالة أن نختار سطح غوص  حيث يمكن
 ، و منه يكون:𝐻و ارتفاعها  𝑟و نصف قطرها  المشحونة

∬ �⃗�  𝑑𝑠 1
𝑆1

+∬ �⃗�  𝑑𝑠 2
𝑆2

+∬ �⃗�  𝑑𝑠 𝐿
𝑆𝐿

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 
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 𝑆𝐿يمثل مساحة القرص السفلي للأسطوانة و  𝑆2يمثل مساحة القرص العلوي للأسطوانة،  𝑆1حيث 
 يمثل مساحة السطح الجانبي للأسطوانة.

 ، أي أنّ:𝑑𝑠 1يكون عموديا على عنصر السطح   �⃗� قطري إذن  �⃗�بما أنّ الحقل الكهربائي 

∬ �⃗�  𝑑𝑠 1
𝑆1

= 0 

 ، أي أنّ:𝑑𝑠 2يكون عموديا على عنصر السطح   �⃗� قطري إذن  �⃗�كذلك بما أنّ الحقل الكهربائي 

∬ �⃗�  𝑑𝑠 2
𝑆2

= 0 

امتداد السطح ثابت على و  𝑑𝑠 𝐿عنصر السطح موازيا ليكون   �⃗� قطري إذن  �⃗�و بما أنّ الحقل الكهربائي 
 ، أي أنّ:الجانبي لأسطوانة غوص

∬ �⃗�  𝑑𝑠 𝐿
𝑆𝐿

=∬ 𝐸 𝑑𝑠𝐿
𝑆𝐿

= 𝐸∬ 𝑑𝑠𝐿
𝑆𝐿

= 𝐸 𝑠𝐿 = 𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 

 نجد: (∗)بالتعويض في العبارة 

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗∗) 

  المنطقة𝑟 < 𝑅 : 

 : لا توجد شحنات أي أنّ  في هذه المنطقة

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 0 

 معدوم أي أنّ:داخل الأسطوانة نستنتج أن الحقل الكهربائي  و منه

�⃗� = 0⃗  
  المنطقة𝑟 > 𝑅 : 
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 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝜎 𝑆𝐿 = 𝜎 2𝜋 𝑅 𝐻 

 نجد: (∗∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
𝜎 2𝜋 𝑅 𝐻

𝜀0
 

 و منه يكون:

𝐸(𝑟) =
𝜎 𝑅

𝜀0
 
1

𝑟
 

 أي يمكن أن نكتب:

�⃗� =
𝜎 𝑅

𝜀0
 
1

𝑟
 �⃗� 𝑟 

 
ِالتّمرينِالخامس: 
 شحنتها الكلية.  𝑞و لتكن حجميا مشحونة  𝑅و نصف قطرها   𝑂امركزهكرة لدينا   لتكن

,�⃗� (𝑟أثبت أن الحقل الكهربائي يكتب على الشكل  .1 𝜃, 𝜑) = 𝐸(𝑟) �⃗� 𝑟 . 
ة ارج الكرة إذا كانت الكثافخباستعمال نظرية غوص أوجد عبارة الحقل الكهربائي داخل و  .2

 تية:تتغير وفق العلاقة الآالحجمية للشحنة 
𝜌 = 𝐴 𝑟2 

 .𝑂يمثل البعد عن المركز  𝑟ثابت و  𝐴حيث 
 .𝑅و  𝑞 بدلالة 𝐴أوجد عبارة الثابت  .3

ِِ:الحل 
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,�⃗� (𝑟إثبات أن الحقل الكهربائي يكتب على الشكل . 1 𝜃, 𝜑) = 𝐸(𝑟) �⃗� 𝑟: 

 
,𝑟) الكرويةباستعمال الإحداثيات  𝜃, 𝜑)  ّنقطة في الكهربائي الحقل عبارةفإن 𝑀  معطاة من الفضاء

 :تيتكتب كالآ

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝑟(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝜑(𝑟, 𝜃, 𝜑) �⃗� 𝜑 

 

 (:Invariance) دراسة الثبات 

 ، و بالتالي:𝑂المركز  عنالبعد و الذي يمثل  𝑟بـ  إلا لا تتعلق  𝜌بما أنّ الكثافة الحجمية للشحنة 

كن يمإذن فإننا سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني  𝜑وفق الزاوية 𝑀 إذا قمنا بعملية دوران للنقطة  -
  الكهربائي. من مركبات الحقل 𝜑حذف الإحداثية 

كن يمإذن فإننا سنلاحظ ثبات التوزيع الشحني  𝜃وفق الزاوية 𝑀 إذا قمنا بعملية دوران للنقطة  -
  الكهربائي. من مركبات الحقل 𝜃حذف الإحداثية 

 :تيكالآ  يمكن كتابتها  𝑀 النقطة في الكهربائي الحقل عبارةو منه 

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 + 𝐸𝜃(𝑟) �⃗� 𝜃 + 𝐸𝜑(𝑟) �⃗� 𝜑 

البعد و الذي يمثل  𝑟بـ  إلا لا تتعلق  𝜌كذلك بما أنّ الكثافة الحجمية للشحنة  دراسة التناظر:  
هو مستوي تناظر للتوزيع الشحني  𝑀و  𝑂كل مستوي يحوي النقطتيّ   ، و بالتالي𝑂المركز  عن

ينتمي إلى تقاطع هذه المستويات أي أنّ الحقل  𝑀و منه فإنّ الحقل الكهربائي في النقطة 
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الكهربائي  الحقل و منه يمكننا أن نكتب عبارة �⃗� 𝑟 الكهربائي يكون قطريا أي موازيا للمتّجه
 تي: كالآ  𝑀النقطة  السابقة في

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 

 :الكهربائي الحقل عبارة. 2

 لإيجاد عبارة الحقل الكهربائي نستعمل نظرية غوص:

∯�⃗�  𝑑𝑠 

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 . 𝑟و نصف قطرها  𝑂على شكل كرة مركزها  𝑆𝐺في هذه الحالة أن نختار سطح غوص  حيث يمكن

 و عنصر السطح هما قطريان أي أنّّما متوازيان إذن:لدينا الحقل الكهربائي 

∯𝐸 𝑑𝑠

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 كذلك الحقل الكهربائي هو ثابت على امتداد سطح غوص إذن:

𝐸∯𝑑𝑠

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 أي أنّ:

𝐸 𝑆𝐺 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 و منه:

𝐸 4𝜋𝑟2 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

   المنطقة𝑟 ≤ 𝑅 : 
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 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 =∭ 𝜌 𝑑𝓋
𝓋

=∭ (𝐴 𝑟2)(𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝜑)
𝓋

 

 أي أنّ:

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝐴∫ 𝑟4 𝑑𝑟
𝑟

0

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 و منه نجد:

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝐴(
𝑟5

5
) (2)(2𝜋) =

4𝜋𝐴

5
𝑟5 

 نجد: (∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 4𝜋𝑟2 =
4𝜋𝐴

5 𝜀0
𝑟5 

 و منه نجد:

𝐸 =
𝐴

5 𝜀0
𝑟3 

 أنّ:أي 

�⃗� =
𝐴

5 𝜀0
𝑟3 �⃗� 𝑟 

  المنطقة𝑟 ≥ 𝑅 : 

 بنفس الطريقة السابقة لكن مع تغيير حدود التكامل يكون لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝐴∫ 𝑟4 𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 و منه نجد:
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∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝐴(
𝑅5

5
) (2)(2𝜋) =

4𝜋𝐴

5
𝑅5 

 نجد: (∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 4𝜋𝑟2 =
4𝜋𝐴

5 𝜀0
𝑅5 

 أي أنّ:

𝐸 =
𝜌𝑅5

5 𝜀0
 
1

𝑟2
 

 و منه يمكن أن نكتب:

�⃗� =
𝜌𝑅5

5 𝜀0
 
1

𝑟2
 �⃗� 𝑟 

 :𝑅و  𝑞 بدلالة 𝐴عبارة الثابت  . إيجاد4

 تي:هي كالآ 𝑞لدينا عبارة الشحنة الكلية للكرة 

𝑞 =∭ 𝜌 𝑑𝓋
𝓋

=∭ (𝐴 𝑟2)(𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝜑)
𝓋

 

 أي أنّ:

𝑞 = 𝐴∫ 𝑟4 𝑑𝑟
𝑅

0

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃
𝜋

0

∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 و منه نجد:

𝑞 = 𝐴(
𝑅5

5
) (2)(2𝜋) =

4𝜋𝐴

5
𝑅5 

 تي:كالآ 𝐴عبارة الثابت و منه تكون 

𝐴 =
5 𝑞

4𝜋 𝑅5
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ِالتّمرينِالسادس: 
 شحنتهاكثافة   𝜌و لتكن بانتظام حجميا مشحونة  𝑎و نصف قطرها   𝑂اكرة مركزهلدينا  نعتبر أنّه 

و نصف قطرها  𝑂لها نفس المركز داخل كرة أخرى كما نعتبر أنّ هذه الكرة موجودة   .الحجمية موجبة
𝑏  حيث𝑏  أكبر من𝑎  سطحيا بانتظام و لتكن مشحونة و𝜎  السطحية موجبة. ة شحنتهاكثاف 

𝑟 المناطقالحقل الكهربائي في أوجد عبارة  -1 < 𝑎    و𝑎 < 𝑟 < 𝑏      و𝑟 > 𝑏. 

 المذكورة سابقا. المناطق نفس في أوجد عبارة الكمون الكهربائي -2

ِِ:الحل 

 :الحقل الكهربائيعبارة . 1

لحقل ابنفس الطريقة التي أستعملت في المسائل السابقة )دراسة الثبات و التناظر( يمكن إثبات أنّ 
في جميع المناطق المذكورة في  �⃗� 𝑟 يكون قطريا أي موازيا للمتّجهبدلالة الإحداثيات الكروية الكهربائي 

 تي: الكهربائي كالآ الحقل هذا التمرين و منه يمكننا أن نكتب عبارة

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 

 
 لإيجاد عبارة الحقل الكهربائي نستعمل نظرية غوص:

∯�⃗�  𝑑𝑠 

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 . 𝑟و نصف قطرها  𝑂على شكل كرة مركزها  𝑆𝐺في هذه الحالة أن نختار سطح غوص  حيث يمكن



 
-76- 

 

 السطح هما قطريان أي أنّّما متوازيان إذن: لدينا الحقل الكهربائي و عنصر

∯𝐸 𝑑𝑠

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 كذلك الحقل الكهربائي هو ثابت على امتداد سطح غوص إذن:

𝐸∯𝑑𝑠

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 أي أنّ:

𝐸 𝑆𝐺 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

 و منه:

𝐸 4𝜋𝑟2 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

   المنطقة𝑟 < 𝑎 : 

 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝜌 𝓋 = 𝜌 
4

3
𝜋 𝑟3 

 نجد: (∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 4𝜋𝑟2 =
𝜌 
4
3
𝜋 𝑟3

𝜀0
 

 أي أنّ:

𝐸 =
𝜌 

3𝜀0
𝑟 

 و منه يمكن أن نكتب:



 
-77- 

 

�⃗� =
𝜌 

3𝜀0
𝑟 �⃗� 𝑟 

   المنطقة𝑎 < 𝑟 < 𝑏 : 

 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝜌 𝓋 = 𝜌 
4

3
𝜋 𝑎3 

 نجد: (∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 4𝜋𝑟2 =
𝜌 
4
3
𝜋 𝑎3

𝜀0
 

 أي أنّ:

𝐸 =
𝜌𝑎3

3𝜀0
 
1

𝑟2
 

 و منه يمكن أن نكتب:

�⃗� =
𝜌𝑎3

3𝜀0
 
1

𝑟2
 �⃗� 𝑟 

  المنطقة𝑟 > 𝑏 : 

 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝑞𝓋 + 𝑞𝑠 = 𝜌 𝓋 + 𝜎 𝑆 = 𝜌 
4

3
𝜋 𝑎3 + 𝜎 4𝜋 𝑏2 

 تمثل شحنة الكرة المشحونة سطحيا. 𝑞𝑠تمثل شحنة الكرة المشحونة حجميا و  𝑞𝓋حيث 

 نجد: (∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 4𝜋𝑟2 =
𝜌 
4
3
𝜋 𝑎3 + 𝜎 4𝜋 𝑏2

𝜀0
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 أي أنّ:

𝐸 = (
𝜌𝑎3

3𝜀0
+
𝜎 𝑏2

𝜀0
) 
1

𝑟2
 

 و منه يمكن أن نكتب:

�⃗� = (
𝜌𝑎3

3𝜀0
+
𝜎 𝑏2

𝜀0
) 
1

𝑟2
 �⃗� 𝑟 

 :في المناطق المذكورة سابقا . عبارة الكمون الكهربائي2

 نستعمل العلاقة:

𝑑𝑉 = −�⃗�  𝑑𝑙  
 تي:الكهربائي هو قطري، إذن يمكن كتابة العلاقة الأخيرة على الشكل الآ لكن نعلم أنّ الحقل

𝑑𝑉 = −𝐸 𝑑𝑟 

 أي أنّ:

𝑉 = −∫𝐸 𝑑𝑟 ∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗∗) 

  المنطقة𝑟 > 𝑏 : 

 في هذه المنطقة يكون: 

𝑉 = −∫(
𝜌𝑎3

3𝜀0
+
𝜎 𝑏2

𝜀0
) 
1

𝑟2
 𝑑𝑟 

 و منه نجد:

𝑉 = (
𝜌𝑎3

3𝜀0
+
𝜎 𝑏2

𝜀0
) 
1

𝑟
+ 𝐶1 

(∞)𝑉لدينا  = 𝐶1 منه حسب العلاقة الأخيرة نجد و 0 =  ، أي أنّ:0
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𝑉 = (
𝜌𝑎3

3𝜀0
+
𝜎 𝑏2

𝜀0
) 
1

𝑟
 

  المنطقة𝑎 < 𝑟 < 𝑏 : 

 في هذه المنطقة يكون: 

𝑉 = −∫
𝜌𝑎3

3𝜀0
 
1

𝑟2
 𝑑𝑟 

 و منه نجد:

𝑉 =
𝜌𝑎3

3𝜀0
 
1

𝑟
+ 𝐶2 

بحيث يكون الكمون الكهربائي في نستعمل خاصية استمرارية الكمون يمكن أن  𝐶2لإيجاد الثابت 
𝑟المنطقة  ≥ 𝑏 الكمون الكهربائي في المنطقة و 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏 متساوييّ فقط عند الموضع 𝑟 = 𝑏  و

 تي:و ذلك كالآ 𝐶2منه يمكن أن نستخرج قيمة الثابت 
𝜌𝑎3

3𝜀0
 
1

𝑏
+ 𝐶2 = (

𝜌𝑎3

3𝜀0
+
𝜎 𝑏2

𝜀0
) 
1

𝑏
 

 و منه نجد:

𝐶2 =
𝜎 𝑏

𝜀0
 

 تي:كالآفي هذه المنطقة  تكون عبارة الكمون الكهربائي  و منه

𝑉 =
𝜌𝑎3

3𝜀0
 
1

𝑟
+
𝜎 𝑏

𝜀0
 

  المنطقة𝑟 < 𝑎 : 

 في هذه المنطقة يكون: 

𝑉 = −∫
𝜌 

3𝜀0
𝑟 𝑑𝑟 
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 و منه نجد:

𝑉 = −
𝜌 

6 𝜀0
𝑟2 + 𝐶3 

بحيث يكون الكمون الكهربائي في نستعمل خاصية استمرارية الكمون يمكن أن  𝐶3لإيجاد الثابت 
𝑟المنطقة  ≤ 𝑎 الكمون الكهربائي في المنطقة و 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏 متساوييّ فقط عند الموضع 𝑟 = 𝑎  و

 تي:و ذلك كالآ 𝐶3منه يمكن أن نستخرج قيمة الثابت 

−
𝜌 

6 𝜀0
𝑎2 + 𝐶3 =

𝜌𝑎3

3𝜀0
 
1

𝑎
+
𝜎 𝑏

𝜀0
 

 و منه نجد:

𝐶3 =
𝜌𝑎2

2𝜀0
+
𝜎 𝑏

𝜀0
 

 تي:تكون عبارة الكمون الكهربائي في هذه المنطقة كالآ و منه

𝑉 = −
𝜌 

6 𝜀0
𝑟2 +

𝜌𝑎2

2𝜀0
+
𝜎 𝑏

𝜀0
 

 
ِالتّمرينِالسابع: 

الكثافة الحجمية  𝜌لتكن ، مشحونة حجميا بانتظام و 𝑅نصف قطرها  لا نّائية الطولنعتبر أسطوانة 
𝜌) للشحنات > 0). 

𝑟الحقل الكهربائي في المنطقتيّ  أوجد عبارةباستعمال نظرية غوص  .1 < 𝑅  و𝑟 > 𝑅. 

: ، نأخذ الشرط الحدي التاليفي نفس المناطق المذكورة سابقا𝑉 الكمون الكهربائي  أوجد عبارة .2
𝑉 = 𝑟من أجل  0 = 0. 

𝜌تعطى كالآتي:  𝜌في هذا السؤال نعتبر أن الكثافة الحجمية للشحنات  .3 = 𝜌0 (
𝑟

𝑅
حيث  (

𝜌0  .الحقل الكهربائي في المنطقة  عبارةعندئذ  أوجدثابت𝑟 < 𝑅. 
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ِِ:الحل 

 :الحقل الكهربائي عبارة .1

الحقل الكهربائي  )دراسة الثبات و التناظر( يمكن إثبات أنّ التمرين الرابع بنفس الطريقة التي أستعملت في 
جميع المناطق المذكورة في هذا  في �⃗� 𝑟 يكون قطريا أي موازيا للمتّجهبدلالة الإحداثيات الأسطوانية 

 تي:الكهربائي كالآ الحقل التمرين و منه يمكننا أن نكتب عبارة

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 
 

 
 لإيجاد عبارة الحقل الكهربائي نستعمل نظرية غوص:
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∯�⃗�  𝑑𝑠 

𝑆𝐺

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

 

شكل أسطوانة مغلقة لها نفس محور الأسطوانة  على 𝑆𝐺في هذه الحالة أن نختار سطح غوص  حيث يمكن
 ، و منه يكون:𝐻و ارتفاعها  𝑟المشحونة و نصف قطرها 

∬ �⃗�  𝑑𝑠 1
𝑆1

+∬ �⃗�  𝑑𝑠 2
𝑆2

+∬ �⃗�  𝑑𝑠 𝐿
𝑆𝐿

=
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

 𝑆𝐿يمثل مساحة القرص السفلي للأسطوانة و  𝑆2يمثل مساحة القرص العلوي للأسطوانة،  𝑆1حيث 
 يمثل مساحة السطح الجانبي للأسطوانة.

 ، أي أنّ:𝑑𝑠 1يكون عموديا على عنصر السطح   �⃗� قطري إذن  �⃗�بما أنّ الحقل الكهربائي 

∬ �⃗�  𝑑𝑠 1
𝑆1

= 0 

 ، أي أنّ:𝑑𝑠 2يكون عموديا على عنصر السطح   �⃗� قطري إذن  �⃗�كذلك بما أنّ الحقل الكهربائي 

∬ �⃗�  𝑑𝑠 2
𝑆2

= 0 

ثابت على امتداد السطح و  𝑑𝑠 𝐿عنصر السطح موازيا ليكون   �⃗� قطري إذن  �⃗�الكهربائي و بما أنّ الحقل 
 ، أي أنّ:الجانبي لأسطوانة غوص

∬ �⃗�  𝑑𝑠 𝐿
𝑆𝐿

=∬ 𝐸 𝑑𝑠𝐿
𝑆𝐿

= 𝐸∬ 𝑑𝑠𝐿
𝑆𝐿

= 𝐸 𝑠𝐿 = 𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 

 نجد: (∗)بالتعويض في العبارة 

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗∗) 

  المنطقة𝑟 < 𝑅 : 

 في هذه المنطقة لدينا: 
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∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝜌 𝓋 = 𝜌 𝜋 𝑟
2 𝐻 

 نجد: (∗∗)بالتعويض في العلاقة 

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
𝜌 𝜋 𝑟2 𝐻

𝜀0
 

 و منه يكون:

𝐸(𝑟) =
𝜌

2 𝜀0
 𝑟 

 أي يمكن أن نكتب:

�⃗� =
𝜌

2 𝜀0
 𝑟 �⃗� 𝑟 

  المنطقة𝑟 > 𝑅 : 

 في هذه المنطقة لدينا: 

∑𝑞𝑖𝑛𝑡 = 𝜌 𝓋 = 𝜌 𝜋 𝑅
2 𝐻 

 نجد: (∗∗)العلاقة بالتعويض في 

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
𝜌 𝜋 𝑅2 𝐻

𝜀0
 

 و منه يكون:

𝐸(𝑟) =
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
 
1

𝑟
 

 أي يمكن أن نكتب:

�⃗� =
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
 
1

𝑟
 �⃗� 𝑟 
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 :الكمون الكهربائي  . عبارة2

 نستعمل العلاقة:

𝑑𝑉 = −�⃗�  𝑑𝑙  
 تي:الشكل الآلكن نعلم أنّ الحقل الكهربائي هو قطري، إذن يمكن كتابة العلاقة الأخيرة على 

𝑑𝑉 = −𝐸 𝑑𝑟 

 أي أنّ:

𝑉 = −∫𝐸 𝑑𝑟 ∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗∗∗) 

  المنطقة𝑟 < 𝑅 : 

 في هذه المنطقة يكون: 

𝑉 = −∫
𝜌

2 𝜀0
 𝑟 𝑑𝑟 

 و منه نجد:

𝑉 = −
𝜌

4 𝜀0
 𝑟2 + 𝐶1 

𝑉(𝑟لدينا  = 0) = 𝐶1 و منه حسب العلاقة الأخيرة نجد 0 =  ، أي أنّ:0

𝑉 = −
𝜌

4 𝜀0
 𝑟2 

  المنطقة𝑟 > 𝑅 : 

 في هذه المنطقة يكون: 

𝑉 = −∫
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
 
1

𝑟
 𝑑𝑟 

 و منه نجد:
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𝑉 = −
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
 𝑙𝑛(𝑟) + 𝐶2 

 نستعمل خاصية استمرارية الكمون فيكون لدينا: 𝐶2لإيجاد الثابت 
𝑉𝑖𝑛𝑡(𝑟 = 𝑅) = 𝑉𝑒𝑥𝑡(𝑟 = 𝑅) 

الكهربائي خارج الكمون يشير إلى  𝑉𝑒𝑥𝑡 و الأسطوانةالكهربائي داخل الكمون  يشير إلى 𝑉𝑖𝑛𝑡حيث 
 و منه نجد: .الأسطوانة

−
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
 𝑙𝑛(𝑅) + 𝐶2 = −

𝜌

4 𝜀0
 𝑅2 

 إذن:

𝐶2 = −
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
(
1

2
− 𝑙𝑛(𝑅)) 

 تي:كالآ  الكرة و منه تكون عبارة الكمون الكهربائي داخل

𝑉 = −
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
 𝑙𝑛(𝑟) −

𝜌 𝑅2

2 𝜀0
(
1

2
− 𝑙𝑛(𝑅)) 

 أي أنّ:

𝑉 = −
𝜌 𝑅2

2 𝜀0
(𝑙𝑛 (

𝑟

𝑅
) +

1

2
) 

𝑟الحقل الكهربائي في المنطقة  . إيجاد عبارة3 < 𝑅  الكثافة الحجمية للشحنات و هذا في حالة𝜌  تتغير
𝜌وفق العلاقة  = 𝜌0 (

𝑟

𝑅
): 

محور الأسطوانة في  عنالبعد و الذي يمثل  𝑟بـ  إلا لا تتعلق  𝜌بما أنّ الكثافة الحجمية للشحنة 
 هنا يبقى نفس الشيئ في دراسة الثبات و التناظر كما قمنا بذلك، و بالتالي الإحداثيات الأسطوانية
 تي:الكهربائي كالآ الحقل يمكننا أن نكتب عبارةفي التمرين الرابع حيث 

�⃗� (𝑟, 𝜃, 𝑧) = 𝐸𝑟(𝑟) �⃗� 𝑟 
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𝑟في المنطقة  الحقل الكهربائي و لإيجاد عبارة < 𝑅 التي توصلنا إليها في السؤال  (∗∗) ننطلق من العلاقة
 الأول:

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
∑𝑞𝑖𝑛𝑡
𝜀0

=
1

𝜀0
∭ 𝜌 𝑑𝓋

𝓋

 

𝑑𝓋حيث:  = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑧 .و منه يكون: يمثل عنصر الحجم بدلالة الإحداثيات الأسطوانية 

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
1

𝜀0
∭ 𝜌0 (

𝑟

𝑅
)  𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑧

𝓋

 

 أي أنّ:

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
𝜌0
𝜀0 𝑅

∫ 𝑟2
𝑟

0

∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

∫ 𝑑𝑧
𝐻

0

 

 إذن:

𝐸 2𝜋 𝑟 𝐻 =
𝜌0
𝜀0 𝑅

(
𝑟3

3
) (2𝜋)(𝐻) 

 و منه:

𝐸 =
𝜌0

3 𝜀0 𝑅
𝑟2 

 و يمكن أن نكتب أيضا:

�⃗� =
𝜌0

3 𝜀0 𝑅
𝑟2 �⃗� 𝑟 
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ِالتّمرينِالأول: 
كما هو موضح   𝑎تفصلهما المسافة  𝑞−و  𝑞+يتكون من شحنتيّ  𝑃عزمه  ثنائي قطب كهربائينعتبر 

 في الشكل.

 
,𝑟بدلالة الإحداثيات ) في تقريب ثنائي القطبأنّ عبارة الكمون الكهربائي أثبت   𝜃هي ): 

𝑉 =
𝐾 𝑃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟2
 

ِِ:الحل 

𝑟نعلم أنّ حساب الكمون الكهربائي في تقريب ثنائي القطب ينجز بحيث يكون  ≫ 𝑎. 

 :هي 𝑀كما هو موضح في الشكل، عبارة الكمون الإجمالي في النقطة 

𝑉 = 𝑉+ + 𝑉− = 𝐾
𝑞

𝑟1
− 𝐾

𝑞

𝑟2
= 𝐾𝑞 (

1

𝑟1
−
1

𝑟2
) ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (∗) 

 حسب علاقة شال لدينا:

 الفصلِالخامس:
 مسائلِحولِثنائياتِالأقطاب
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𝑎

2
 𝑗 + 𝑟 1 = 𝑟  

 أي أنّ:

𝑟 1 = 𝑟 −
𝑎

2
 𝑗  

 بتربيع طرفي المعادلة يكون:

𝑟1
2 = 𝑟2 +

𝑎2

4
− 𝑎 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 

 أو نكتب:

𝑟1
2 = 𝑟2 (1 +

𝑎2

4 𝑟2
−
𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

𝑟باستعمال تقريب ثنائي القطب  ≫ 𝑎  فيكون المقدار𝑎2

4 𝑟2
 يؤول إلى الصفر و منه: 

𝑟1
2 = 𝑟2 (1 −

𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

 أي أنّ:

𝑟1 = 𝑟 (1 −
𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃)

1
2 

 بقلب طرفي المعادلة يكون:
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1

𝑟1
=
1

𝑟
(1 −

𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃)

−
1
2 

1)و باستعمال التقريب:  + 𝜀)𝑛 ≈ 1 + 𝑛 𝜀 :نجد 
1

𝑟1
=
1

𝑟
(1 +

𝑎

2 𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃) ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (1) 

 و من جهة أخرى و حسب علاقة شال أيضا لدينا:
𝑎

2
 𝑗 + 𝑟 = 𝑟 2 

 بتربيع طرفي المعادلة يكون:

𝑟2
2 =

𝑎2

4
+ 𝑟2 + 𝑎 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 

 أو نكتب:

𝑟2
2 = 𝑟2 (1 +

𝑎2

4 𝑟2
+
𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

𝑟باستعمال تقريب ثنائي القطب  ≫ 𝑎  فيكون المقدار𝑎2

4 𝑟2
 يؤول إلى الصفر و منه: 

𝑟2
2 = 𝑟2 (1 +

𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

 أي أنّ:

𝑟2 = 𝑟 (1 +
𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃)

1
2 

 عادلة يكون:بقلب طرفي الم

1

𝑟2
=
1

𝑟
(1 +

𝑎

𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃)

−
1
2 

1)و باستعمال التقريب:  + 𝜀)𝑛 ≈ 1 + 𝑛 𝜀 :نجد 
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1

𝑟2
=
1

𝑟
(1 −

𝑎

2 𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃) ∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ (2) 

 نجد: (∗)في المعادلة  (2)و  (1)بتعويض العبارتيّ 

𝑉 = 𝐾𝑞 [
1

𝑟
(1 +

𝑎

2 𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃) −

1

𝑟
(1 −

𝑎

2 𝑟
 𝑐𝑜𝑠𝜃)] 

 أي أنّ:

𝑉 =
𝐾𝑞

𝑟
(
𝑎

𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃) =

𝐾 𝑞 𝑎

𝑟2
𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑃حيث ندخل عزم ثنائي القطب  = 𝑞 𝑎 :فيكون 

𝑉 =
𝐾 𝑃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟2
=
𝐾 �⃗� ∙ 𝑟 

𝑟3
 

ِالتّمرينِالثاني: 
علما  كما هو موضح في الشكل.  𝑞−و  𝑞+يتكون من شحنتيّ  𝑃ثنائي قطب كهربائي عزمه نعتبر 

,𝑟بدلالة الإحداثيات ) في تقريب ثنائي القطبأنّ عبارة الكمون الكهربائي  𝜃 هي )𝑉 =
𝐾 𝑃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟2
 ،

 :أوجد

 
 .𝜃و  𝑟 الإحداثيات عبارة الحقل الكهربائي بدلالة .1
,𝑥) بدلالة الإحداثيات الكارتيزية عبارة الكمون الكهربائي .2 𝑦). 
,𝑥) بدلالة الإحداثيات الكارتيزيةعبارة الحقل الكهربائي  .3 𝑦). 
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ِِ:الحل 

 :𝜃و  𝑟 الإحداثيات الحقل الكهربائي بدلالةعبارة . إيجاد 1

 من عبارة الكمون الكهربائي و ذلك باستخدام العلاقة: انطلاقايمكننا إيجاد عبارة الحقل الكهربائي 

�⃗� = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 = −(
𝜕𝑉

𝜕𝑟
�⃗� 𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
�⃗� 𝜃) 

 و منه يكون:

�⃗� = −
𝜕

𝜕𝑟
(
𝐾 𝑃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟2
) �⃗� 𝑟 −

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(
𝐾 𝑃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟2
) �⃗� 𝜃 

 أي أنّ:

�⃗� =
2 𝐾 𝑃

𝑟3
𝑐𝑜𝑠𝜃 �⃗� 𝑟 +

𝐾 𝑃

𝑟3
𝑠𝑖𝑛𝜃 �⃗� 𝜃 

 و منه:

�⃗� =
𝐾 𝑃

𝑟3
(2 𝑐𝑜𝑠𝜃 �⃗� 𝑟 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 �⃗� 𝜃) 

,𝑥بارة الكمون الكهربائي بدلالة الإحداثيات الكارتيزية ). إيجاد ع2 𝑦): 

 لدينا:

𝑉 =
𝐾 𝑃 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑟2
 

 كما هو موضح في الشكل لدينا:  و

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑦

𝑟
=

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
 

 نجد: 𝑉بالتعويض في عبارة 
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𝑉 =
𝐾 𝑃 𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

 

,𝑥الكهربائي بدلالة الإحداثيات الكارتيزية ) الحقلبارة . إيجاد ع2 𝑦): 

 يمكننا إيجاد عبارة الحقل الكهربائي إنطلاقا من عبارة الكمون الكهربائي و ذلك باستخدام العلاقة:

�⃗� = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 = −(
𝜕𝑉

𝜕𝑥
 𝑖 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
 𝑗 ) 

 و منه يكون:

�⃗� = − [
𝜕

𝜕𝑥
(

𝐾 𝑃 𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

) 𝑖 +
𝜕

𝜕𝑦
(

𝐾 𝑃 𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

) 𝑗 ] 

 أي أنّ:

�⃗� = −𝐾 𝑃 [
0 −

3
2
2𝑥(𝑥2 + 𝑦2)

1
2 𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)3
 𝑖 +

1 ∙ (𝑥2 + 𝑦2)
3
2 −

3
2
2𝑦(𝑥2 + 𝑦2)

1
2 𝑦 

(𝑥2 + 𝑦2)3
 𝑗 ] 

 و بعد التبسيط نجد:

�⃗� = −𝐾 𝑃 [
−3𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
5
2

 𝑖 +
𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑦2  

(𝑥2 + 𝑦2)
5
2

 𝑗 ] 

 و منه:

�⃗� = [
3𝐾𝑃𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
5
2

 𝑖 −
𝐾𝑃(𝑥2 − 2𝑦2)  

(𝑥2 + 𝑦2)
5
2

 𝑗 ] 
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ِالتّمرينِالثالث: 
موضوعتيّ كما هو موضح  2𝑎أنه لدينا شحنتيّ نقطيتيّ متساويتيّ و موجبتيّ تفصلهما المسافة نعتبر 

 في الشكل. 

 
 . 𝑦و 𝑞 ، 𝑎بدلالة  𝑀أوجد عبارة الحقل الكهربائي في النقطة  .1

= �⃗�ثنائي قطب كهربائي عزمه 𝑀إذا وضع في النقطة  .2 𝑃 ∙ 𝑗   عندئذ:، أوجد 

 عبارة طاقة كمون ثنائي القطب. .أ
 التي يخضع لها ثنائي القطب.  𝑓عبارة القوة  .ب

ِِ:الحل 

 : 𝑦و 𝑞 ، 𝑎بدلالة  𝑀عبارة الحقل الكهربائي في النقطة . 1

 
 حسب مبدأ التراكب لدينا:
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�⃗� 𝑇 = �⃗� 1 + �⃗� 2 

 :بحيث يكون( 𝑂𝑌يكون محمول على المحور ) 𝑀النقطة و بسبب التناظر الحقل الإجمالي في 

�⃗� 𝑇 = 2𝐸1 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗  
 و منه:

�⃗� 𝑇 = 2(𝐾
𝑞

𝑟2
)  𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑗  

 كما هو موضح في الشكل لدينا:حيث  

𝑟 = √𝑎2 + 𝑦2 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑦

𝑟
=

𝑦

√𝑎2 + 𝑦2
 

 نجد: �⃗� 𝑇بالتعويض في عبارة 

�⃗� 𝑇 =
2 𝐾 𝑞 𝑦

(𝑎2 + 𝑦2)
3
2

 𝑗  

 :𝑀النقطة الموضوع في  𝐸𝑃 عبارة طاقة كمون ثنائي القطب. أ. 2

 لدينا:

𝐸𝑃 = −�⃗� ∙ �⃗� 𝑇 

 و منه:

𝐸𝑃 = −(𝑃 ∙ 𝑗 ) ∙ (
2 𝐾 𝑞 𝑦

(𝑎2 + 𝑦2)
3
2

 𝑗 ) 

 أي أنّ:

𝐸𝑃 = −
2 𝐾 𝑞 𝑃 𝑦

(𝑎2 + 𝑦2)
3
2
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 :𝑀النقطة الموضوع في  التي يخضع لها ثنائي القطب  𝑓عبارة القوة ب. 

 لدينا:

𝑓 = −𝑔𝑟𝑎𝑑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝐸𝑃 = −
𝜕𝐸𝑃
𝜕𝑦

 𝑗  

 و منه:

𝑓 = −
𝜕

𝜕𝑦
(−

2 𝐾 𝑞 𝑃 𝑦

(𝑎2 + 𝑦2)
3
2

) 𝑗  

 أي أنّ:

𝑓 =
2 𝐾 𝑞 𝑃 (2𝑦2 − 𝑎2)

(𝑎2 + 𝑦2)
5
2

 𝑗  
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ِ
جم بدلالة المساحة و عنصر الح الانتقال، عنصر سنتطرق هنا إلى عبارة التّدرج و كذلك عبارات عنصر

الإحداثيات الكارتيزية، الإحداثيات الأسطوانية و الإحداثيات الكروية و ذلك نظرا للأهميّة البالغة لهذه 
  .في دراسة المسائل الخاصة بالكهرباء الساكنةالعبارات 

,𝑥)ِالإحداثياتِالكارتيزيةِنظامأ.ِ 𝑦, 𝑧): 
ِ

 
 :بدلالة الإحداثيات الكارتيزية الانتقالعبارة عنصر   

𝑑𝑙 = 𝑑𝑥 𝑖 + 𝑑𝑦 𝑗 + 𝑑𝑧 �⃗�  

 :ِعبارة عنصر المساحة بدلالة الإحداثيات الكارتيزية  

𝑑𝑆:   مثلا يكون(𝑂𝑥𝑦ِ)ِبالنسبة للمستوي          = 𝑑𝑥 𝑑𝑦      

 المــــــــلحــــق
عناصرِالانتقال،ِالمساحةِوِالحجمِ-عبارةِالتّدرجِ  
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 :عبارة عنصر الحجم بدلالة الإحداثيات الكارتيزية  

𝑑𝓋 = 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 
 :عبارة التدرج بدلالة الإحداثيات الكارتيزية  

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
�⃗�  

 تمثل دالة سلمية مثل الكمون الكهربائي. 𝑉حيث 
 

,𝑟الأسطوانيةِ)الإحداثياتِِنظام.ِب 𝜃, 𝑧): 

ِ

ِ
 :الأسطوانيةبدلالة الإحداثيات  الانتقالعبارة عنصر   

𝑑𝑙 = 𝑑𝑟 �⃗� 𝑟 + 𝑟 𝑑𝜃 �⃗� 𝜃 + 𝑑𝑧 �⃗� 𝑧 
 :ِالأسطوانيةعبارة عنصر المساحة بدلالة الإحداثيات   

�⃗� 𝑟   :𝑑𝑆ِلسطح العمودي علىبالنسبة ل          = 𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑧      
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  :الأسطوانيةعبارة عنصر الحجم بدلالة الإحداثيات   

𝑑𝓋 = 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝑧 
 :الأسطوانيةعبارة التدرج بدلالة الإحداثيات   

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
�⃗� 𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
�⃗� 𝜃 +

𝜕𝑉

𝜕𝑧
�⃗� 𝑧 

 تمثل دالة سلمية مثل الكمون الكهربائي. 𝑉حيث 
ِ

,𝑟الكرويةِ)الإحداثياتِِنظام.ِج 𝜃, 𝜑): 

ِ

 
 

 :الكرويةبدلالة الإحداثيات  الانتقالعبارة عنصر   

𝑑𝑙 = 𝑑𝑟 �⃗� 𝑟 + 𝑟 𝑑𝜃 �⃗� 𝜃 + 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜑 �⃗� 𝜑 
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 :ِالكرويةعبارة عنصر المساحة بدلالة الإحداثيات   

�⃗� 𝑟   :𝑑𝑆ِلسطح العمودي علىبالنسبة ل          = 𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜑      

  :الكرويةعبارة عنصر الحجم بدلالة الإحداثيات   

𝑑𝓋 = 𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝑟 𝑑𝜃 𝑑𝜑 
 :الكرويةعبارة التدرج بدلالة الإحداثيات   

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
�⃗� 𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝜃
�⃗� 𝜃 +

1

𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑉

𝜕𝜑
�⃗� 𝜑 

 تمثل دالة سلمية مثل الكمون الكهربائي. 𝑉حيث 


